MATHEMATIQUES

TERMINALE ES

A. YALLOUZ

Ce polycopié conforme au programme 2002, regroupe les demisndistribués aux éléves en cours d’'année.

Année 2011-2012



Lycée Camille SEE
Année 2011-2012 Te ES

A. YALLOUZ (MATH@ES) 2


http://yallouz.arie.free.fr

TABLE DES MATIERES

ENSEIGNEMENT OBLIGATOIRE

DERIVATION

I Nombre dérivé . . . . . . . . . . .
Il Fonctiondérivée . . . . . . . . . . . .. . e
EXERCICES .+ + v v v v e e e e e e e e e e e e

CONTINUITE ET RESOLUTION D'EQUATIONS

I Fonctioncontinue . . . . . . . . . . . . ... ... .
I Résolutionsdéquations . . . . . . . . . . .. ...
EXERCICES . . v v v v e v e e e e e e e e e e e e e

LIMITES

I Notiondelimite . . . . . . . . . . . . . .
Il Limites de fonctionsusuelles . . . . . . . .. ... ... ... ...
[l Régles opératoires sur leslimites . . . . . . .. ... ... .....
IV Limite par comparaison . . . . . . . . . . ...
EXERCICES . . . v v v v i e i e e e e e e

STATISTIQUES A DEUX VARIABLES

ACtiVItE . . . . e
I Ajustement affine d’'une série statistique a deux variables
EXERCICES . v« v v v v e v e e e e e e e e e e e e

PRIMITIVES D'UNE FONCTION

ACHIVItES . . . . . e
I Primitives . . . . . . . . . o
Il Calculs de primitives . . . . . . . . . . ... Lo
EXERCICES . v« v v v v e v e e e e e e e e e e e e

LOGARITHME NEPERIEN

Activité . . . . L
I Fonction logarithme népérien . . . . . . . . . .. . ... ... ...
Il Propriétés algébriques . . . . . . . .. .
Il Etude de la fonction logarithme népérien

IV Etude d'unefonctionIn(u) . . . ... ... ... .. .. ... ..
EXERCICES + v v v v v vt e e e e e e e e e e e e e e
PROBABILITES

I Modéliser une expérience aléatoire . . . . . . . . . .. ... ...
Il Probabilités conditionnelles . . . . . . . . . . ... oL
[l Variable aléatoire . . . . . . . . . . .. ... .. ... ... ...

IV  Loibinomiale . . . . . . . . . . . ...

A. YALLOUZ (MATH@ES)

gl

N

12

22
23
24
25

30
31
34
35
37
38


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée Camille SEE

Année 2011-2012 TABLE DES MATIERES

EXERCICES . . . . o o o o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

8 CALCUL INTEGRAL
INtroduction . . . . . . . . e
I Intégrale d’'une fonction . . . . . . .. L L
Il Propriétés de l'intégrale . . . . . . . . . e e e e e e
[ Intégrale etmoyenne . . . . . . . . . . L e
EXERCICES . . . v v v v i e e e e e e e e e e e e e

9 FONCTION EXPONENTIELLE

I Définition et premiéres propriétés . . . . . . . . . e
Il Propriétés algébriques de la fonction exponentielle . . . . . . . . . . . ... .o 0oL
Il Etude de lafonction exponentielle . . . . . . . . . . .. ...
IV Exponentielle d’'une fonction : €XP(U) . . . . . . ..
V  Exponentielledebasea . . . . . . . . ..
EXERCICES .+ v v v v et e e e e e e e e e e

Il ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

10 INTRODUCTION A LA THEORIE DES GRAPHES

Activités : Introduction . . . . . .. L L
I Graphes premiéeres définitions . . . . . . . L e e e e e e
Activité : Chalne eulérienne . . . . . . . . . .
Il Chaines, cycles; connexité . . . . . . . . . . L e e e e e e e e e
[l Coloration des sommets d'ungraphe . . . . . . . . . . . . . . . ..
IV Pluscourtchemin . . . . . . . . .
EXERCICES & v v v v v v v e e e e e e e e e e e e e e

11 GEOMETRIE DANS L'ESPACE

I Vecteur de 'espace . . . . . . . . . i e e e e e e e e
I Repérage dansl’espace . . . . . . . . . . . i
I Equations cartésiennes de 'eSpace . . . . . . . . v i e
EXERCICES + v v v v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e

12 FONCTION DE DEUX VARIABLES

I Fonction de deux variables . . . . . . . . . . . e e
Il Sectionsde surface . . . . . . . L e e e
EXERCICES . . v v v v o v e e e e e e e e e e

13 RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

I La démonstration par réCUMENCe . . . . . . . v v v v v i e e e e e e e e e e e
EXERCICES .+« v v v v v i e e e e e e e e e e
14 SUITES
I Suites premiéres définitions . . . . . . . . L
Il Comportement global d'une suite . . . . . . . . . . . e
I Limited'unesuite . . . . . . . .
IV Suites particulieres . . . . . . .. e
EXERCICES & v« v v v v e e e e e e e e e e e e e e e

15 GRAPHES PROBABILISTES

I DEfinitioNs . . . . . . . . e e e
Il Evolution d’'un état au cours dutemps . . . . . . .o e e e
EXERCICES .+ v v v v e i e e e e e e e e e e

A. YALLOUZ (MATH@ES)

Te ES

95

108

109
111
114
116
117

123

124
124
125
128
129
131

148

149

150
150
155
156
160
162
165

177

178
178
179
182

188

189
189
193

207
208
209

210

211
212
214
215
221


http://yallouz.arie.free.fr

PREMIERE PARTIE

ENSEIGNEMENT OBLIGATOIRE

A. YALLOUZ (MATH@ES)


http://yallouz.arie.free.fr

Chapitre 1

DERIVATION

I Nombre dérivé . . . . . . . . e 7
1 DEfinition . . . . . . . . e e 7
2 Tangentedunecourbe . . . . . . .. 7

I Fonctiondérivée . . . . . . . . . e e 8
1 DEfinition . . . . . . . . e 8
2 Dérivées des fonctionsderéférence . . . . . . . .. ... Lo 8
3 Dérivées et 0perations . . . . . . . . . e e e 9
4 Dérivée d’'une fonctioncomposée. . . . . . . . . . . . e 10
5 Dérivée etvariationsd’'une fonction. . . . . . . . ... .. o o oL 10

EXERCICES « « v v v v v v e e i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 12
DErivées et OpEerations. . . . . . . o v v e e e 12
Applicationsal'économie. . . . . . . . . e 13
Dérivées de fonCtions COMpPOSEES . . . . . . . . o v i i i e e e 16

A. YALLOUZ (MATH@ES)


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée Camille SEE i
Année 2011-2012 DERIVATION Te ES

| NOMBRE DERIVE

1 DEFINITION

Soit f une fonction définie sur un intervallede R eta un réel appartenantia

f) - f(a)

Lorsque le rapporti admet une limite réelle quandtend versa en restant dank, on dit que la

fonction f est derlvable ea et cette limite réelle, noté€ (a), est appelée le nombre dérivé tlena.
On note alors :

2 TANGENTE A UNE COURBE

Soit f une fonction définie sur un intervalledérivable en
aouaestun réel dé, etC; sa courbe représentative dans
un repére du plan.

La droite passant par le poidt(a; f(a)) de la courbeCs

et de coefficient directeuf’(a) est appelée la tangente a la
courbeCs¢ au point d’abscisse.

f(a)

PROPRIETE

Soit f une fonction définie sur un intervalledérivable era ot a est un réel dé, etC; sa courbe représentative
dans un repére du plan.
L'équation réduite de la tangente a la cou@eau pointA d’abscisse est :

y=f'(a) x (x—a) + f(a)

EXEMPLE
La courbe®’; tracée ci-dessous est la courbe représentative d’uneédanfctéfinie surR.

y
B~ | g
5
\\
AW
N 4///
/,
3
,/
1\ 7
\ /
4\ ,
/
-5 -4 -8 -2 -1 0 .L\ 2 / 3 4 5 6 7 8 9 X

Par lecture graphique, déterming(0), f'(2) et f'(3).
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1. Le nombre dérivé’(0) est égal au coefficient directeur de la tangente a la cogiftas point d’abscisse 0.
Or cette droite passe par les points de coordon(f& et (1; 1). Son coefficient directewa est :

3-1
a=>_-=-2
0-1

Ainsi, | f'(0) = -2

2. Latangente a la courls€ au point d’abscisse 2 est paralléle a I'axe des abscisses|D§2) = 0

3. La droite tangente & la courl#@ au point d’abscisse 3 passe par les points de coordorié@set (5; 3).
Son coefficient directewa est

a 3-0_3
- 5-3 2
Le nombre dérivé’(3) est égal au coefficient directeur de la tangente a la cogflai point d’abscisse 3.
3
Donc| f'(3) = =
3=
REMARQUE

La courbe représentative d'une fonctiénpeut avoir une tangente en un poasans que la fonction soit
dérivable era.

La courbe représentative de la fonction racine carrée egetde a y
la droite d’équatiorx =0 en O.

Or la fonction racine carrée n'est pas dérivable en 0 en effet

. -0 . .1
|ImM:|Imﬁ(:|Im—:+oo
x=0 X—0 x=0 X x—0 /X

—

ce n’est pas une limite finie donc la fonction racine carr@stpas
dérivable en 0.

Il FONCTION DERIVEE
1 DEFINITION

Soit f une fonction définie sur un intervallede R.
Lorsque pour tout réed appartenant & f est dérivable ew, on dit quef est dérivable sul.

La fonction qui associe a tout réebppartenant &son nombre dérivé’(x) est appelée la fonction dérivée de
f sur l'intervallel. Elle est notéd’.

2 DERIVEES DES FONCTIONS DE REFERENCE

f définie sur ... f(x) f'(x) f dérivable sur . ..
R k 0 R
R ax+b a R
R X" X1 R pourn entiern > 2
X X2
R = ] R* pourn entiern > 2
1
[0:+00] VX 2U% ]0;4-00]
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3 DERIVEES ET OPERATIONS

Si H etv sont deux fonctions dérivables dyralors il en est de méme pour-v, ku (k constante réelle)y x v
et " (siv(x) # 0 surl)

REGLES
uy/  uv—uv
o (U+V) =Uu+V o (ku) =kx U o (U =uv+uv . <—> =
v V2
EXEMPLES

3
Sur]0;+o0o[ f est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables.

f =uvdou f’ = U'v4 uv. Avec pour tout réex appartenant a I'intervallf9; +oo|,

2
1. Soitf la fonction définie sujO;+oo[ par f(x) = <2+ X—> (1— )—2(> Calculerf’(x).

Soit pour tout réek appartenant a l'intervallf; +oo],

2Xx 2 2 X2
f’(x):§x<l—;>+?x<2+§>
X 4 4 2
T3 3'x'3
23 -22+6
N 3x2
23 -24+6

Ainsi, f’ est la fonction définie su0;+oo[ par f’(x) e

. , i 4x—3
2. Soitf la fonction définie suR par f(x) =1— x;(—+1 Calculerf/(x).

SurR f est dérivable comme somme et quotient de deux fonctiongadiées.
uv—uv
-—2

f=1- \—lj dou f' = . Avec pour tout réex,
ux)=4x—3 dou U(x)=

4
v(x) =x2+1 dou V(x)=2x

Soit pour tout réex,

A(x2 +1) — 2x(4x — 3)
(¢ +1)2
42 + 4 — 8%% + 6X
(¢ +1)2
4% —6x—4

T

f'(x) = —

. _ . 4x2 — 6x—4
Ainsi, f’ est la fonction définie suR par f'(x) = A
(X2 +1)?

A. YALLOUZ (MATH@ES) 9
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4 DERIVEE D'UNE FONCTION COMPOSEE

THEOREME (admig

' Soitu etg deux fonctions telle que la composée- go u est définie sur un intervalle
Siu est dérivable surr etg est dérivable en(x), alors la composéé = go u est dérivable sur et

(%) =u'(x) x g [u(x)]

EXEMPLE

Soit f la fonction définie sut = [—1;1] par f(x) = vV1—X2.
f = /Uavecu(x) = 1—x2.
La fonctionu est dérivable sur et la fonction racine carrég(X) = /X est dérivable suj0;+oo[ donc f est
dérivable pour tout réed de l'intervallel tel queu(x) > 0. Soit f est dérivable sur 'intervalle— 1; 1].

1 1
La dérivée de la fonction racine carrée g$X) = ——. D'ou f' = U x —.

On au'(x) = —2x. D’ou pour tout réek de l'intervalle] — 1;1],

1 X
f'(x) = —2x x =
) 2V/1-x2 V1-x2
Ainsi, la dérivée de la fonctiori est la fonctionf’ définie surl — 1; 1] par f'(x) = — T
—X

NOUVELLES FORMULES DE DERIVEES

Par application du théoréme sur la dérivée d’une fonctionpmsée on obtient les formules suivantes :

' — Siu est dérivable sur un intervallede R, alors pour tout entier natuel non nul, la fonctionf = u" est
dérivable sut et f’ = U x nU™1 = nuu™1.
— Siu est dérivable sur un intervallede R et ne s’annule pas sliy alors pour tout entier natualnon nul, la
fonction f — — est dérivabl oy —n__
onction f = "G est dérivable suret f' = U x L = et
— Siuest dérivable sur un intervallede R et strictement positive sur alors la fonctionf = /u est dérivable
1 u
surl etf' =u x —— = )
2/u  2,/u
EXERCICE
Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctionsntes définies e; dérivables dRir.
5x+ 2)? X+2 X+2
o f(X) = (¥ —2x+3)3 .fx:(i cf(X) = =———— fX)=1—-—55———

5 DERIVEE ET VARIATIONS D'UNE FONCTION

THEOREME 1

Soit f une fonction dérivable et monotone sur un intervhitie R.

— Si f est constante sur alors pour tout réet appartenant & f’(x) = 0.

— Sif est croissante sur alors pour tout réet appartenant & f’(x) > 0.
<

— Si f est décroissante suralors pour tout réet appartenant & f/(x) < 0.

Le théoréme suivant, permet de déterminer les variatiamsedfonction sur un intervalle suivant le signe de sa
dérivée.

A. YALLOUZ (MATH@ES) 10
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THEOREME 2

Soit f une fonction dérivable sur un intervallele R et f’ la dérivée def surl.

— Si f’ est nulle sut, alorsf est constante sur

— Si f/ est strictement positive sliy sauf éventuellement en un nombre fini de points ou elle sl@nmlorsf
est strictement croissante dur

— Si f/ est strictement négative sursauf éventuellement en un nombre fini de points ou elle slanalorsf
est strictement décroissante $ur

THEOREME 3

' Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouverde R etxo un réel appartenantla

1. Sif admet un extremum local eg, alorsf’(xp) = 0.
2. Sila dérivéef’ s’annule enxg en changeant de signealors f admet un extremum local eq.

X a Xo b X a Xo b
(%) - <}> + (%) + <}> -
maximu
f(x) \ / f(x) / m\
minimum
REMARQUES

1. Dans la proposition 2. du théoreme 3 I'hypothésechangeant de signest importante.

Considérons la fonction cube définie Rupar f(x) = x2 qui a pour dérivée la fonction

f/ définie surR par f'(x) = 3x°.

f/(0) = 0 et pour tout réek non nul, f'(x) > 0. 5 X
La fonction cube est strictement croissantelBet n'admet pas d’extremum en 0.

2. Une fonction peut admettre un extremum locakgrans étre nécessairement dérivable.
Considérons la fonctiom définie surR par f(x) = [x— 1|+ 1.

f est une fonction affine par morceauxadmet un minimun¥ (1) = 1 or f n'est pas
dérivable en 1.

POINT METHODE

En pratique, pour étudier les variations d’'une fonctfotkérivable sur son ensemble de définitign :

— on détermine la dérivéE de f ;

on étudie le signe d& sur % ;

on applique le théoreme 2 sur chacun des intervalleg:dau le signe de’ est constant ;

on dresse le tableau des variations en indiquant les exinsis’il y a lieu et éventuellement les limites aux
bornes de son ensemble de définition.

>
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EXERCICE 1

La courbeC; ci-dessous représente une fonctiodéfinie et dérivable suR. On notef’ la fonction dérivée de

la fonction f. On sait que :

— la courbe coupe I'axe des ordonnées au pAiet la tangente a la courbe au poikpasse par le point de
coordonnée$—2;0) ;

— la courbe admet au poiBtd’abscisse 1 une tangente paralléle a I'axe des abscisses ;

— l'axe des abscisses est asymptote a la coQfbe

Yy

N

N
/
/

—~—
H

N

w

/
[
l
!

A
4

1. A partir du graphique et des renseignements fournis :

(X)-

a) Déterminer lim f(x) et lim f
X——00 X—+00
b) Déterminerf’(0) et f'(1).
2. Une des trois courbes ci-dessous est la représentatiphigue de la fonctiori’ . Déterminer laquelle.

| \
\ 4 \ 4 ~ |
\ \ 210 1 | 2| B| k| B b
3 \ 3 1
\ 5 A
\
1 1 / 3
NCT ] -
e L [ 2 [ 5] k]l bl HEEE T —l6— [
1 4 [ 1
courbeCq courbeC, courbeCs
EXERCICE 2
: . X2 —8x+7 e acee :
Soit f la fonction définie suf—1;4oo] par f (x) = ST On notef’ la dérivée de la fonctiorf.

Sa courbe représentative dans un repére orthogonal dunuigeCs, est donnée en annexe ci-dessous a titre
indicatif.

1. Calculerf’(x).

. Etudier le signe dé’(x).

. Donner le tableau des variations tle

A WN

. Déterminer une équation de la tangehta la courbeCs au point d'abscisse 1.
Tracer sur le graphique donné en annexe, la tangente

>
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Ct)
\ -
\ e
\ P
_~
1 l/
I /,
0 L — X
//
EXERCICE 3
5-8x

Soit f la fonction définie suR par : f(x) = . On noteCs sa courbe représentative dans le plan muni

. X2 —x+1
d’'un repére.

1. Calculer la dérivée de la fonctidon

2. Etudier les variations dé.

3. Donner une équation de la tangemta la courbeCs au point d’abscisse-2.

EXERCICE 4

X 2

. 2 X1
dans le plan muni d'un repére orthonormal. On niSt&a dérivée de la fonctiori.

1. Calculerf’(x).
2. Etudier le signe dé’(x).
3. Donner le tableau des variations fle

Soit f la fonction définie sur I'intervallé—1;+oo[ par f(x) = 1— On noteCt sa courbe représentative

EXERCICE 5

SoitC la fonction définie pour tout élément de I'intervallé0; 16 parC(x) = 0,5x% — 12x% + 114x+ 100.
La fonctionC modélise le colt total de production, exprimé en euro centaines d'articles fabriqués par jour.
Sa représentation graphique sur cet intervalle, ngiéest donnée en annexe.

1. La recette totale en euros poucentaines d'articles est donnée, en admettant que toutedagtion soit
vendue, paR(x) = 100k — 3x°.

a) Tracer sur le graphique joint en annexe, la coliribbeprésentative de la fonctid®

b) Par lecture graphique, déterminer :
— lintervalle dans lequel doit se situer la productiopour gu'il y ait un bénéfice ;
— la productionxy pour lagquelle le bénéfice est maximal.

2. Le bénéfice est la fonctidd définie sur l'intervalle|0; 16 parB(x) = R(x) — C(x).
a) CalculeB'(x).
b) Etudier les variations de la fonctid

A. YALLOUZ (MATH@ES) 13
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¢) En déduire la productioxy (arrondie a I'article prég pour lagquelle le bénéfice est maximal. Quel est le
montant arrondi a I'euro prés, de ce bénéfice maximal ?

ANNEXE

6T

900

800

700 7

600 =

500 =

400 —

300 7

200

100

EXERCICE 6

PARTIE A
1. Vérifier que pour tout réed, x3 + 3x? — 54 = (x — 3)(x* + 6x+ 18).
2. En déduire le signe du polynoriéx) = x3 + 3x? — 54.

PARTIE B

Une entreprise produi milliers de piéces par jouqg étant un réel de0;5|. Le prix de revient d’'une piéce,
exprimé en euros, dépend det est donné par I'expression :

P +60%+129+ 108

= P

1. Combien colte, en moyenne, a I'euro pres, la productict2@6 piéces ?

f(a)

2. On désigne paf’ la dérivée de la fonctior.
a) Calculerf’(q).
b) En vous aidant de la partie A, étudiez les variations denatfon f.

¢) En déduire le nombre d’unités a fabriquer pour que le peixevient d’'une piece soit minimal. Quel est
alors le montant en euros du co(t total de production ?

EXERCICE 7 (D’aprés sujet bac Nouvelle Calédonie Mars 2p11

L'entreprise CoTon produit du tissu en coton. Celui-ci eftriqué en 1 métre de large et pour une longueur
exprimée en kilométreg étant compris entre 0 et 10.

A. YALLOUZ (MATH@ES) 14
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Le codt total de production en euros de I'entreprise CoTod@é en fonction de la longuexipar la formule
C(x) = 15¢ — 120¢ 4 500« + 750

Le graphique de I'annexe donne la représentation graplhigue fonctionC.
Les deux parties A et B de cet exercice sont indépendantes
PARTIE A : Etude du bénéfice

Si le marché offre un prix en euros pour un kilométre de ce tissu, alors la recette dedjerise CoTon pour
la vente d’une quantitg est égal &(x) = px.

1. Tracer sur le graphique de I'annexe la dr@ited’équationy = 400x.

Expliquer, au vu de ce tracé, pourquoi I'entreprise CoTomp@et pas réaliser un bénéfice si le ppxdu
marché est égal a 400 euros.

2. Dans cette question on suppose que le prix du marché ést 68a euros.

a) Tracer sur le graphique de I'annexe la dr@ted’équationy = 68Qx.

Déterminer graphiguement, avec la précision permise pgnalghique, pour quelles quantités produites
et vendues, I'entreprise CoTon réalise un bénéfice si legpdu marché est de 680 euros.

b) On considére la fonctioB définie sur 'intervallgf0 ; 10 parB(x) = 680 — C(x).
Démontrer que pour totappartenant a l'intervall@® ; 1J on a:

B'(x) = —45¢* + 240x + 180,

c) Etudier les variations de la foncti@sur [0 ; 10.

En déduire pour quelle quantité produite et vendue le bénéfalisé par I'entreprise CoTon est maximum.
Donner la valeur de ce bénéfice.

PARTIE B : Etude du colt moyen

On rappelle que le colt moyen de productiéyy mesure le colt par unité produite. On considére la fonction
Cw définie sur l'intervall€0 ; 10 par

1. Démontrer que pour toutappartenant a l'intervall®® ; 10 on a :

30(x—5) (X*+x+5)
X2

Cu(¥) =

2. a) Démontrer que pour toxtappartenant a l'intervallf ; 10, Cj,(x) est du signe déx—5).
En déduire les variations de la fonctiGy sur I'intervalle]0 ; 10.

b) Pour quelle quantité de tissu produite le colt moyen déumtion est-il minimum ?
Que valent dans ce cas le colt moyen de production et le daliPto
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ANNEXE
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EXERCICE 8

Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctionsnstes dérivables sur leur ensemble de définition :
5

1. f fini fiX) = =———
1 est définie suR par f1(x) 3 Xl
2\ 2

2. fy est définie suj0;+oco[ par fa(x) = <1+ P)

3. f3 est définie suR par f3(x) = VX2 —x+2

EXERCICE 9
> 3
Soit f la fonction définie suf0;+oo] par f (x) = <§ - 1)

1. Calculerf’(x).
2. Etudier les variations de la fonctidn

EXERCICE 10

A. YALLOUZ (MATH@ES) 16
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. . g . 1
1. Soitu la fonction définie sur I'intervallg0; +oo[ paru(x) = 1+ < Calculeru (x).

2. Soitg une fonction définie et dérivable sur I'intervall@+oo[ . On noteg’ la dérivée de la fonctiog.
On sait queg(2) = 1 et pour tout réek > 0, g'(x) = X;Xl
Donner le tableau des variations de la fonctipn
3. On consideére la fonctiof définie sur0;+oo] par f(x) = g[u(x)].
On admet qud est dérivable sul0;+oo| et on notef’ la dérivée de la fonctiorf.
a) Calculerf(1).
b) Calculerf’(x).
¢) La courbes; ci-dessous représente la fonctibalans le plan muni d’un repére orthogonal.
Déterminer une équation de la tangenta la courbeg’s au point d’abscisse 1. La tracer sur le graphique

ci-dessous.
y
A
3
NI
\
N 4
1 — i
@] 1 2 3 4 X

EXERCICE 11

Pour chacune des quatre questions de ce QCM, une seule pshexacte.

Sur la figure ci-dessous est tracée la courbe représentatigéeC; d’'une fonctionf dérivable suiR.
On sait que :

— la droiteD est tangente a la courli® au pointA(—2;1);

— la courbeC; admet deux tangentes paralléles a I'axe des abscisses iats @fabscisse-1 et 3.

\ y
\ =3
D |\

w

N

\ // i \\‘
Ny N
A / \\
\ A N\
4 3 2 +70 ] s 3 4 5 6 | \¢ g | X
\
) N
\\

Cr | \

o]
9

1. On désigne paf’ la fonction dérivée de la fonctioh alors :
o f(-2)=1 o f(-2)=-3 o f'(=2)>f'(0)
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2. L'équationf’(x) = 0 admet :
e une solution e deux solutions e tois solutions

3. f’ est définie suR par :
3(x—3)(¥*+1)
/ —
¢ M= X2 —x+19

3(x—3)%(x+1)
T

3(3—X)(x+1)

/ —
F) = X2 4 4x+9

f'(x) =

4. Soitgla fonction définie suR parg(x) = [f (x)]?. Au point d’abscisse-2, la tangente & la courbe représentative
de la fonctiong a pour équation :
e y=9x+19 e y=-6x+13 e y=-6x—-11

EXERCICE 12

1. Soitf la fonction définie sur l'intervallé—1;+oo| par f (x) = % . On noteCs sa courbe représentative
dans un repére du plan.
a) Al'aide d’un tableau, étudier le signe @iéx) suivant les valeurs du régl
b) On notef’ la dérivée de la fonctiorii. Calculerf’(x).
c) Déterminer une équation de la tangente a la coGfbau point d’abscisse 0.

2. Soitg la fonction composée de la fonctioh suivie de la fonction carréay est définie sur l'intervalle
|—1;+o00[ parg(x) = [f(x)]2 . On noteCy sa courbe représentative dans un repere du plan.
On noteg’ la dérivée de la fonctiog. Calculerg (x).

EXERCICE 13

Soientu la fonction définie pour tout rélparu(x) = x2 — 1 etg une fonction définie et dérivable sur l'intervalle
|—1;+00[ . On noted’ la dérivée de la fonctiog.

1. On sait quey(3) = 0 et pour tout réek > —1, g (x) = Fll
a) Donner le tableau des variations de la fonctijon
b) Etudier le signe dg(x).
2. On consideére la fonctioh définie surl0;+oo[ par f(x) = g[u(x)] .
a) Calculerf(2).
b) On admet qué est dérivable suj0;+oo[ et on notef’ la dérivée de la fonctiorfi. Calculerf’(x).

¢) La courbeCs ci-dessous représente la fonctibalans le plan muni d’un repére orthogonal.

O

y
3

-4
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Déterminer une équation de la tangemta la courbeC; au point d’abscisse 2.

La tracer sur le graphique précédent.

EXERCICE 14

La courbe(C) ci-dessous représente une fonctibriéfinie et dérivable suR. On note f’ la dérivée de la
fonction f. On sait que :
— la courbe(C) coupe I'axe des ordonnées au poAt0; 2) ;

— la courbeg(C) admet pour asymptote I'axe des abscisses ;
— la tangente eA a la courbgC) coupe I'axe des abscisses au point d’abscisse 4.

|
N
3

1. A partir du graphique et des renseignements fournis :

a) Déterminer lim f(x) et lim f(x).
X——00 X——+00

b) Déterminerf(0) et f'(0).

2. Soitg la fonction définie suRR parg(x) = %

Déterminer une équation de la tangente a la courbe repadisente la fonctiorg au point d’abscisse 0.

EXERCICE 15

Sur la figure ci-dessous est tracée la courbe représentatigeC d’une fonctionf dérivable suif0;+oo[. On
désigne parf’ la fonction dérivée de la fonctioh. On sait que :

— La courbeCt admet pour asymptotes les axes du repére ;
— la courbeC; admet une tangente paralléle a I'axe des abscisses aupdiabscisse 1 ;

— latangente a la courli& au pointB <2; g) passe par le point de coordonnéés0)
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Lmm—

[ENY

O
2

0 N X

1. A partir du graphique et des renseignements fournis :
a) Déterminer linf(x) et lim f(x).
x—0 X—+00
b) Déterminerf(1), f(2), f'(1) et f'(2).
2. On considére la fonctiog définie suf0;+oo[ parg(x) = [f (x)]°.
a) Quel est le sens de variation de la fonctipsur|0;+oco[ ?

b) Déterminer les valeurs dg(1) etg'(2).
¢) Donner une équation de la tangente a la courbe représerdatla fonctiorg au point d'abscisse 2.

EXERCICE 16

Sur la figure ci-dessous est tracée la courbe représentaitéeC; d'une fonction f dérivable surR. On
désigne parf’ la fonction dérivée de la fonctioh.

On sait que :

— la droiteD d’équationy = 2x — 8 est asymptote a la courz en+oo;

— la courbeCs admet une tangente paralléle a I'axe des abscisses auAi8ira).

y

\
\

\ W7
/, //
v
/|
/b
\. S

N
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A partir du graphique et des renseignements fournis :

m 100

2. Déterminerf (3) et f'(3).

3. Une seule des trois propositions suivantes est exadtrnuéer laquelle.

1. Déterminer
X

a.f'(2)x f'(4) <0 b. f'(2) x f'(4) =0 c.f'(2)x f'(4) >0
4. Quelle est parmi les trois courbes tracées ci-dessousuthe représentative de la fonctidi?
y Y j
fa W~ i -1
T ol 1) X
/
/ ,
/ \ /
\ / \ /
/TN /
L/ ~ /
— / JN | S
o 1 X / N7
| ol 1 X
CourbeC; CourbeC, CourbeCs

5. On considere la fonctiominverse de la fonctior. C'est-a-dire la fonctiot définie surR parh(x) = e

a) Calculet(3)
b) Quelle est parmi les trois courbes de la question 4, calleeprésente la fonction?
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| Fonction continue
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| FONCTION CONTINUE

1 DEFINITION

Soit f une fonction définie sur un intervallede R eta un réel appartenantla
1. Dire quef est continue ea signifie queXIin (x) = f(a)
—

2. Dire quef est continue sur l'intervallé signifie quef est continue en tout réel appartenait a

Graphiguement, une fonction continue est celle dont lalmreprésentative peut étre tracée en un seul morceau
(la courbe ne présente aucun saut, aucun trou).
y y y

AN
: = TN 7 ; — ;

La fonction f n’est définie suf1;3] La fonction f est défine suR
f n'est pas continue stk mais f n’est pas continue en 3

La fonctionf est défine et continue sik

2 THEOREME

Soit f une fonction définie sur un intervallede R eta un réel appartenantla
Si f est dérivable ea alors, f est continue en.

Démonstration
Pour tout réek appartenant & x # a

f(x)—f(a):(x—a)x%;(a)

Par conséquent,

lim f(x) — f(a) = lim |(x—a) x =@ _ lim (x— a) x lim T =T@)
x—a x—a X—a x—a x—»a X—a
Or si f est dérivable ea alors, Iimilc - 1(@) = f'(a)
X—a X—a

donc sif est dérivable ea alors,
lim f(x) — f(a) = lim(x—a) x f'(a) =0

x—a x—a
dou XILn;f(x) = f(a), ce qui prouve qué est continue ea.
CONSEQUENCES
On admettra les deux propriétés suivantes qui se déduisgh&dréme précédent :

1. Toute fonction dérivable sur un intervalle est continuecet intervalle.

2. Toute fonction construite algébriquement (somme, ptpiverse, quotient ou composée) a partir de fonctions
de référence est continue sur chacun des intervalles surdksselle est définie.

REMARQUE
La réciproque du théoréme est fausse : y
Une fonction peut étre continue en un réedans étre dérivable en ce réel.
Par exemple la fonctiori définie surR par f(x) = |x| est contine en 0 mais n’est pas
dérivable en 0.
0 X
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I RESOLUTIONS D’EQUATIONS

1 THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

3 L

f est continue sufg; b] f est définie sufa; b] mais f n'est pas continue sia; b
Pour tout réek compris entref (a) et f(b), 'équationf(x) =k Il existe des réelk compris entref (a) et f(b) tels que
admet une ou plusieurs solutions. I'équation f(x) = k n"admet pas de solution.
THEOREME (admig

Si f est une fonction continue sur un intervgliebl, alors pour tout réet compris entref (a) et f (b), I'équation
f(x) = k admet au moins une soluti@appartenant &;b.

2 THEOREME DE LA VALEUR INTERMEDIAIRE

THEOREME

Soit f une fonction définie sur un intervallede R eta, b deux réels appartenant ga < b.
Si f est continue et strictement monotone gb|, alors pour tout réet compris entref (a) et f (b), I'équation
f(x) = kadmet une solution uniqueappartenant &; b).

Démonstration
Soitk un réel compris entré(a) et f (b)

1. Existence
Par hypothésef est continue sufa;b] alors d’'aprés le théoréme des valeurs intermédiairesydton
f(x) = k admet au moins une soluti@appartenant &; b).
2. Unicité
Supposons que I'équatioi{x) = k admette deux solutions distinctesetc, appartenant &;b]
Par hypothésef, est strictement monotone slat b alorscy # c; = f (¢1) # f (C2)
Ce qui aboutit a une contradiction puisgbiec;) = f (c2) =k
Doncc; = ¢y, ce qui prouve que I'équatiof(x) = k admet une solution unique dafesb]

REMARQUES

1. Sif est continue et strictement monotone gub] et f(a) x f(b) < 0, alors I'équationf (x) = 0 admet une
solution unique danf; bj

2. Le théoréme s’applique aussi lorsguest continue et strictement monotone sur un intervalle dertae
[a; b, Ja;b], Ja;b[ , [a; +o0], |&;+00[ , | — co;b] ou] — oo; b :
si une bornea ou b de l'intervalle est ouverte, alors on remplace I'imaif@) ou f(b) par la limite def
en cette borne; si une borne de l'intervalle esb (ou +00) alors on considére la limite deen —oco (ou
+00).
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EXERCICE 1

Soit f une fonction dérivable sur chacun des intervalles ou ell@léfnie. Le tableau des variations de la
fonction f est donné ci-dessous :

X -3 1 5 +o00

wl| ~

—0 1 -1

1. a) Lafonctionf est-elle continue syr— 3;+oo[?
b) Donner un intervalle odi est continue mais pas monotone.
c) Donner deux intervalles ofiest continue et strictement monotone.
2. a) Déterminer le nombre de solutions de I'équati¢x) = O.
b) L'équationf(x) = 1 admet-elle une solution unique ?
3. On notef’ la dérivée de la fonctiori. Pour chacune des affirmations ci-dessous, dire si elleraist ou si
elle est fausse.
a) L'équationf’(x) = 0 peut avoir plusieurs solutions g, +oco[
b) f'(—2) x f/(0) <0
c) f'(-2)x f(3) <0
4. Parmi les cinq propositions suivantes, quelles sont€ejlii sont exactes ?
[ =-3b) lim f(x)=—-oc0c) lim f(x) = i =— i =
a) lim f(x)=-3b) lim f(x)=—-ooc) lim f(x)=-+oo d) lim f(x)=—1e) mf(x)=5

EXERCICE 2

Dans chacun des cas suivants, tracer, dans un repere dwpanpurbe pouvant représenter une fonction
définie sur l'intervalle{—2; 3 et vérifiant les informations données

1. f estcontinue et décroissante $ul; 3, et 'équationf (x) = 1 admet une infinité de solutions dgnsl; 2.

2. f est continue suf-2;3 n’est pas monotone si2; 3], et I'équationf(x) = 0 admet une solution unique
dans[—2;3].

3. f est continue suf—2;3 avecf(—2) =3, f(3) = —1 et I'’équationf(x) = 0 admet deux solutions dans
[—2;3.

4. f n'est pas continue sur-2;3 et pour tout réek compris entref (—2) et f(3) I'équation f(x) = k admet
une solution unique darjs-2; 3.

EXERCICE 3
Soit f la fonction définie suR par f (x) = —x3 — 2x2 + 4x + 2.
1. On notef’ la dérivée de la fonctioffi.

a) Calculerf’(x).

b) Etudier le signe dé’(x).

c) Donner le tableau des variations fle

2. Montrer que I'équatiorf (x) = 7, admet une solution uniquedans l'intervalle[—4;—3].
Donner, a I'aide de la calculatrice, une valeur arrondierdri dixieme pres.
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EXERCICE 4

La courbe ci-dessous représente une foncfialéfinie et dérivable suR.

\ y

w

e

N

w
/

1. Lareprésentation graphique permet-elle de détermeneombre de solutions de I'équatidiix) = 1 ?
2. On admet dans cette question que I'ensemble des solaohsquationf’(x) = 0 estS= {0;4;6;8}.

. 153 . , .
a) Sion suppose qug6) = 154 quel est alors le nombre de solutions de de I'équafiog =1 7?

b) Sion suppose qug(6) = 1 déteminer graphiqguement une valeur approchée au dixiéésedp chacune
des solutions de I'équatiofi(x) = 1.

EXERCICE 5
Pour chacune des questions de ce QCM, une seule des trogsjtias est exacte, déterminer laquelle.
1. Sif estune fonction strictement croissante Bualors, I'équationf (x) = 0 admet :

a) Exactement une solution.

b) Au plus une solution.

¢) Au moins une solution.

2. Sif est une fonction continue sia; b] et si f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors I'équatfd®) = 0
admet :

a) Exactement une solution.
b) Au plus une solution.
¢) Au moins une solution.
3. Soit f une fonction dérivable suyg; b| et telle que I'équatiorf (x) = 0 admette une solution uniquedans
[a;b] alors :
a) f(a) et f(b) sont de signes contraires.
b) Sif(a) et f(b) sont de signes contraires, aldrgst strictement monotone.
c) Sila dérivée est de signe constant, alff@) x f(b) < 0.
4. Soitf une fonction continue sur= [—2; 3] et ne s’annulant pas sur
a) Pour tout réeh appartenant & f(—2) x f(a) >0.
b) On peut avoirf(—2)+ f(3) =0.
c) f est dérivable sur.
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5. Soitf une fonction dérivable sur= [—2;2] et telle quef (-2) =0, f(—1) =1 etf(2) =0.

. . , 1
a) Il existe un unique rée appartennant g-1; 2| tel quef(a) = >

. 1 :
b) L'équationf(x) = > admet exactement deux solutions dang; 2.

. 1 , .
c) Léquationf(x) = > admet au moins deux solutions d4r2; 2.
6. Soit f la fonction définie sulR par f(x) = 100 — 300x? + 29% — 99. Sur lintervalle[—1;2], I'équation
f(x) =0 admet :
a) Exactement une solution.
b) Exactement deux solutions.

¢) Exactement trois solutions.

EXERCICE 6

: : . : X3 —x+2
Soit f la fonction définie sur l'intervallg0;+oo[ par : f(X) = Tfl_

1. On notef’ la dérivée de la fonctiotfi, calculer f’(x).
2. On admet qué’(x) > 0 équivaut & € [1;+oo|
a) Donner le tableau des variations de la fonction

b) Montrer que I'équatiorf (x) = 3, admet une solution unique.
Donner un encadrement dga 102 prés.

EXERCICE 7
PARTIE A

On considére les fonctionset g définies et dérivables pour tout nombre réele l'intervalle]0 ;8 par :

f(x)=—=+1 et g(x):ﬁ———x+18

1. Les courbes représentatives respectiest ¢y des fonctions etg, dans un repere orthogonal, sont tracées
ci-dessous. Lire avec la précision permise par le graphimeevaleur approchée des coordonnées de leur
point d’intersectiork.

2. Afin de déterminer les coordonnées du pé&ie fagon plus précise, on estamené arésoudre dans l'ieerva
10 ;8] I'équationg(x) = f(x).
Pour cela, on considére la fonctibrdéfinie sur l'intervallg0 ; 8 parh(x) = g(x) — f(x).
a) Déterminer le sens de variation de la fonctiosur I'intervalle]O ; 8].
b) Démontrer que I'équation(x) = 0 admet une solution uniqug dans l'intervalle]O ; §.

c) Alaide de la calculatrice, déterminer I'arrondi Bgau centiéme.
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20 /

18 /

16 ~.

14 RN

12

10 /

(0] 1 2 3 4 5 6 7 8 X

PARTIE B

Les fonctionsf et g définies dans la partie A modélisent respectivement I'affria demande d’un produit :

— f(x) est la quantité, exprimée en milliers d’articles, que leslpcteurs sont préts a vendre au prix unitaire
dex centaines d’'euros ;

— g(x) la quantité, exprimée en milliers d’articles, que les comsmateurs sont préts & acheter au prix unitaire
dex centaines d’euros.

On appelle prix unitaire d’équilibre du marché la valeuxgeour laquelle I'offre est égale a la demande.

1. Quel est, exprimé a I'euro prés, le prix unitaire d'éduii du marché ?

2. Quel nombre d'articlesafrondi a la centaine d’articles prgscorrespond a ce prix unitaire d'équilibre ?

EXERCICE 8
PARTIE A
Soit f la fonction définie suf0; 20 par f(x) = —x3 +9,5x% + 22x — 6,5.
1. On désigne paf’ la dérivée de la fonctior.
a) Calculerf’(x).
b) Etudier les variations de la fonctidn
2. Montrer que I'équatiorf (x) = 0 admet deux solutiorset b dans[0; 20
3. Etudier le signe dé sur|[0; 20

PARTIE B

Une entreprise produkt milliers de piécesx étant un réel d¢€0;20. Le codt total de productio@, exprimé en
milliers d’euros, dépend deet est donné par I'expression :

~ 0,5%3 —2,5x% +25x+ 10
N x+1
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La courbe représentative de la fonctionnotée#r, est donnée en annexe.

1.

160 /

140

120
/

Le prix de vente d’un article est de 8,80 En admettant que toute la production soit vendue, latestatle

exprimée en milliers d’euros est donnée Béx) = 8,5x.

a) Tracer sur le graphique joint en annexe, la colirbbeprésentative de la fonctid®

b) Par lecture graphique, déterminer la productigifarrondie au millier d'articles préspour laquelle le
bénéfice est maximal.

. Le bénéfice est la fonctidd définie sur I'intervallg0; 20 parB(x) = R(x) — C(X).

a) CalculeB'(x).

b) En vous aidant de la partie A, étudiez les variations deratfonB.

¢) En déduire la productioxy (arrondie a I'article prég pour laquelle le bénéfice est maximal.
Quel est le montant arrondi a I'euro pres, de ce bénéfice naim

. Déterminer une équation de la tangehta la courbegrT au point d’abscissgy. La tracer sur le graphique.

ANNEXE
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En terminale ES, la notion intuitive de limite permet de meetn évidence le comportement d’'une fonction
dans les cas suivants :

— Que se passe-t-il lorsque la variaklest proche d'une valew, sans pour cela I'atteindre ?

— Que se passe-t-il lorsque la variaklg'éloigne infiniment de 0 (limites eftco Ou en—oo) ?

I NOTION DE LIMITE

1 LIMITE FINIE D’UNE FONCTION EN UN REEL
Soit f une fonction définie au « voisinage » d'un réel Y
Dire que la fonctionf a pour limite le réel ena signifie que tout intervalle ouvert ¢
contenant contient toutes les valeurs déx) pourx suffisament proche de
On note : limf(x) =/

X—a

ol

2 LIMITE INFINIE D’UNE FONCTION EN UN REEL

Soit f une fonction définie au « voisinage » d’'un réel droite dea (resp. & gauche d#.

Dire que la fonctionf tend verst-oo quandx tend versa avecx > a (resp. avex < a) signifie que tout intervall
IM; +oo[, ouM est un réel, contient toutes les valeursfde) pourx suffisament proche dieavecx > a (resp.
avecx < a).

On note : limf(x) = +oco ou lim f(x) =400 (resp.xirgf(x) =+oo00ou lim f(x) = +00)

11

X—a X—at X—a-
xX>a X<a
y
+o00
fox) p--------- et -+
M
X (@] X
————'_/
lim f(x) = 400
X—a
X>a
On a des définitions analogues lorsque la limitef dma est—co
y y
/ \

o X (0] X
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, "y oo
R <--------— f(x) fox) p--------- e T
—00 —00
lim f(X) = —oc0 lim f(X) = —o0

X—a X—a
xX>a X<a

Autrement dit, limf(x) = 400 (ou lim f(x) = —oo) signifie que I'on peut rendré(x) aussiéloignéque 'on
X—a X—a
veut de 0 pourvu qur soit suffisammenprochedea.
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INTERPRETATION GRAPHIQUE

Si lim f(x) =+oo ou lim f(x) =+oco ou lim f(x) = —co ou lim f(x) = —oco, on dit alors, que la droite
x—at X—a- x—at X—a-

d’équationx = a est une asymptote verticale de la courbe représentativeefdadtion f.

3 LIMITE FINIE D'UNE FONCTION EN L’INFINI

1. Soitf une fonction définie sur un intervalle de la foride+oo[, oUA est un réel.
Dire que la fonctionf a pour limite le réel en+oo signifie que tout intervalle ouvert contenantontient
toutes les valeurs di(x) pourx suffisament grand.
Onnote: lim f(x)=/¢
X—r+400

Xﬂrp f(x) = ¢: f(x) est aussi proche que I'on veut dé condition de choisix > m

2. Soitf une fonction définie sur un intervalle de la forine co; A], OUA est un réel.
Dire que la fonctionf a pour limite le réel en —oo signifie que tout intervalle ouvert contengntontient
toutes les valeurs di(x) pourx < 0 suffisament éloigné de 0.

Onnote: lim f(x)=/¢
X——00

lim f(x)=¢: f(x) estaussi proche que I'on veut d& condition de choisix < m

X——00

INTERPRETATION GRAPHIQUE

Si Xﬂ&n f(x) =¢ (resp.HILm f(x) = ¢), on dit alors, que la droite d’équation= ¢ est une asymptote
horizontale de la courbe représentative de la foncfiem +oco (resp. en—oo).

REMARQUE
Pour déterminer la position relative de la courbe représeptde la fonctionf par rapport & une asymptoge

d'équationy = ¢, il suffit d’étudier le signe dd (x) — ¢
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4  LIMITE INFINIE D'UNE FONCTION EN L'INFINI

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forie+oco[, oUA est un réel.
1. Dire que la fonctionf a pour limite+oco en+oo signifie que tout intervalle
ouvert de la forme]M;+oo[ contient toutes les valeurs d&Xx) pour x

suffisament grand.
Onnote : lim f(x) =+o0
X—+00

2. Dire que la fonctionf a pour limite—oco en +oo signifie que tout intervalle
ouvert de la forme] — co; M| contient toutes les valeurs dgXx) pour x
suffisament grand.

Onnote: lim f(X) = —o0
X—+00

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forfne co; A, OUA est un réel.

1. Dire que la fonctionf a pour limite4+oco en —oo signifie que tout intervalle
ouvert de la formgM;+oo| contient toutes les valeurs déx) pour x < 0
suffisament éloigné de 0.

Onnote : lim f(x) =+o0
X——00

2. Dire que la fonctionf a pour limite—oco en —oo signifie que tout intervalle
ouvert de la formg — co; M[ contient toutes les valeurs déx) pour x < 0
suffisament éloigné de 0.

Onnote: lim f(x) = —o0
X——00

ASYMPTOTE OBLIQUE

" Soit f une fonction définie sur un intervalle de borreo ou —oco, et Z une droite d’équatioy = ax+ b.
Si X_I!r+n [f(X)— (ax+b)] =0 (oux_l>i[n [f(x) — (ax+b)] = 0), on dit alors que la droite d’équatign= ax+b
est une asymptote oblique a la courbe représentative dadédo f en+oo (ou en—oo).

Qkx

Y

<*?+>< s x

o[ T o[

lim f(x) =400 lim f(x)=—oc0 lim f(x) =400
X—+00 X—+00 X——00
REMARQUE

Pour étudier la position relative de la courbe représemtate la fonctionf par rapport & une asymptote
d'équationy = ax+ b, il suffit d'étudier le signe de la différencix) — (ax+ b)
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Il LIMITES DE FONCTIONS USUELLES

FONCTION CARRE FONCTION CUBE
y y
(@] X
O X
lim x° = +o0; lim X% = +o0 lim x®=+o0; lim x®=+o0
X——00 X—400 X——00 X—400
FONCTION INVERSE FONCTION RACINE CARREE
y
y
(@] X
(6] X
. 1 1 ; _n- ; _
lim ==0; lim = =+oc0 lim/x=0; lim /x= 400
X——00 X Xx—0- X x—0 X—+00

1 o
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Il REGLES OPERATOIRES SUR LES LIMITES

Dans tout ce paragraphe,et v désignent deux fonctiong,et ¢’ désignent deux nombres réels,cetiésigne
-+00 0U —oo OuU un nombre réel.

1 LIMITE D'UNE SOMME DE DEUX FONCTIONS

Si )!'_rf; u(x) = 14 14 14 +o0 —00 +o0
et lim V(x) = v +00 —00 +00 —00 —00

alors par somme

(U+Vv)(x) = L+ 0 +00 —00 +00 —00 A ETUDIER

lim
X—=a

EXEMPLE 1
Soit f la fonction définie suj0;+oo[ par f(x) =x2 — 1+ =
Etudions les limites de la fonctioh aux bornes de son intervalle de définition.

. 1 . , . .
— limx*—1=—1etlim= = +oo0 donc, par somme, |(I)rfI(X) = +4o00. La courbe représentative de la fonction
X—

X—0 x—0 X
x>0 x>0 x>0

f admet pour asymtote I'axe des ordonnées.

. o1 .
— lim x¥*—1=+o0oet lim = =0 donc, par somme, limf(X) = 400
X——+00 X—+o00 X X——+00

2 LIMITE D’UN PRODUIT DE DEUX FONCTIONS

Si )!m u(x) = ¢ 0#£0 0 +00 OU —00
etxli%ngr V(X) = A +00 0U —00 +00 0U —00 +00 0U —00
alors par produit v i o -
lim (ux v)(x) = f % +o0 A ETUDIER +oo

X—=a

(*) Lorsque la limite du produit est infinie, c’est la réglesdgignes du produit qui permet de déterminer le résultat ou —oco.

EXEMPLE

. . e 1
Soit f la fonction définie suj0;+oo[ par f (x) = x? x (i - 1),
Etudions les limites de la fonctioh aux bornes de son intervalle de définition.

— limx? =0 et lim= — 1 = +00. Nous sommes en présence de la forme indéterminée so6.

X—0 x—0 X
x>0 x>0

1 . .
Or pour tout réek non nul,x? x <— - 1> = x—x2 et limx—x? = 0. Dong, limf(x) =0
X X Xoo

. . 1 o
— lim ¥*=+ooet lim =—1=—1donc, par produit, linf(x) = —oo
X——+00 X—+o00 X xgé)

3 LIMITE D'UN QUOTIENT DE DEUX FONCTIONS

Si lim u(x) = /¢ (+£0 / +ooou 0 ~+o0 ou
X—a —0 —00
et limv(x) = 040 0 +o0 ou 7 0 +o0 ou
X—a —00 —00

alors par quotient 0

. u — +00" 0 +00” A ETUDIER A ETUDIER
lim (—) (x) = v

Xx—a \V

(*) Lorsque la limite du quotient est infinie, c’est la reglkesdsignes du produit qui permet de déterminer le résukatou —oco.
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EXEMPLE

. . e X—
Soit f la fonction définie sufl;+oco[ par f(x) = 2 1

Etudions les limites de la fonctioh aux bornes de son intervalle de définition.

— limx—1=0et limx?>— 1= 0. Nous sommes en présence de la forme |ndeterm|%ee. «

x—1 x—1
x>1 x>1

Or pour tout réek # 1,
x—1 B x—1 1

-1 (X+1)(x—1) x+1

1 1 1
Comme lim—— = =, nous pouvons conclure que, li = —
xgll Xx+1 2 P 9 x—1 rh(nx) 2

x>1

: . . C . 0P
— lim x—1=+4ccet lim x*—1= +oco. Nous sommes en présence de la forme indétermineex
X—+00 X—+00 0

, x—1 1 . 1 o . .
Comme pour pour tout réel=£ 1, 21 xi1 et queHI|+rro1o 1= 0, il s’ensuit que)(£>lr1nf (x) =0.

La courbe représentative de la fonctibmdmet pour asymtote I'axe des abscisses-en

4 FORMES INDETERMINEES

C . 0 [e)
Il'y quatre formes indéterminées du typeas«— oo » ; «oo X 0»; «= »; « — »,

Lorsqu’on rencontre une forme indéterminée, on essaieod®dr la limite demandée en étudiant la situation.

On dispose cependant de deux régles, permettant de déetdaiimite d’une fonction polynéme et la limite

d’une fonction rationnelle en I'infini.

REGLE 1

‘ En-+o0o0 ou en—oo, la limite d'une fonction polynéme est égale a la limite da serme de plus haut degré.

EXEMPLE

lim -3 -2 +x—-5= lim -3¢ = -0
X—400 X—+00

REGLE 2

degré du numérateur par le terme de plus haut degré du désieunin

En +oco0 ou en—oo, la limite d’'une fonction rationnelle est égale a la limite guotient du terme de plus ha

jut

EXEMPLE
jm X -2¢ 2262
xotoo BxA+1  xotoo 3P 3X

5 LIMITE DE LA COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS

pour tout réek appartenant & u(x) appartient a.
a, b etc désignent des réels eroo ou —co. f est la fonctionvo u, composée da suivie dev.

Silimu(x) = bet limv(X) = ¢, alors limf(x) =c
X—a X—b X—a

Soitu une fonction définie sur un intervallede R etv une fonction définie sur un intervallede R telles que

EXEMPLE

2 \2
Déterminer Iim<—> .
x—1\1—X

x>1

2 . . 2 \?
lim-—— = —coet lim X?= +oo, donc lim{ — | =400
x—>ll 1—X X——00 x—>11 1—X
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IV LIMITE PAR COMPARAISON

Les théorémes suivants sont admis

1 THEOREME 1

o désigne un réel od-oo ou —oo. f etgsont deux fonctions définies sur un intervdlide R.
Si pour toutx appartenant & f(x) > g(x) etxlingr g(x) = +oo, anrsXIiry f(X) = +o0.
— —

EXEMPLE
Déterminer limv/ 92 +1—x+1.
X—00
Pour tout réek positif, %% + 1 > 9x? d’oll pour tout réek positif,

XC+1>3xe VI +1—x+1>2x
VxR + VOEH1-x+1>2+

f(x) g

Or lim 2x+ 1= +oco donc d'apres le théoréme sur les limites par comparaisom \Ox2 + 1 — X+ 1= +oo0.
X—00 X—00

2 THEOREME 2

o désigne un réel od-oo ou —oo. f etgsont deux fonctions définies sur un intervdlide R.
Si pour toutx appartenant & f(x) < g(x) etxlingr g(X) = —oo, anrsXIir(r;f(x) = —00.
— —

EXEMPLE
Déterminer limv/x2—1—2x+1.
X—00
Pour tout réek > 1, x2 — 1 < x? d’ou pour tout réek > 1,
VX—1<Xxe VX —-1—-2x+1< —x+1
~ / W—/
f(x) g

Or lim —x+ 1= —oo donc d’'apres le théoreme sur les limites par comparaisam\ix2 — 1 —2x+ 1= —oo
X—00

X—00

3 THEOREME 3 (Théoreme des gendarmes

y

a désigne un réel oy-co ou —oo. Soit f, g et h trois fonctions définies sur un
intervallel deR et/ un réel. f]
Si pour toutx appartenant &, f(x) < h(x) < g(x) et lim f(x) = lim g(x) = ¢,
X—a X—a
alors limh(x) = ¢.
X—a

O~

EXEMPLE

. . e . 1
Soit f une fonction définie sup;+oo| et telle que pour tout réel> 0, 3+ ™ < f(x) <
Etudions les limites de la fonctiohaux bornes de son intervalle de définition.
, 1 ) 1 . .. o
— Pour tout réelx > 0, f(x) > 3+ ™ or Iln?)3+ = +o00, donc d'aprés le théoréme sur les limites par
X—

x>0
comparaison, linf(x) = +oo.
x—>00
X>

) 1 3 +x+1 . 1 3P 4x+1 3%
— Pour tout réek > 0, 3+—<f(x)<7+ + or lim 3+-—=3et lim XX+ = |lim — =3,
X X2 X——+00 X X——+00 X2 X——+00 X2

donc d’'aprés le théoréme sur les limites par encadremer+1t, flix) = 3.
X—+00
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EXERCICE 1

Déterminer les limites suivantes :

, : 12 X2 —3x+1 1-x3
lim /x(1-—2x lim /x|1—— im =—_ "7 "= im — =
H+oo\[( ) x—>+oo\[< x) xﬂrpoo 23 —x2 xﬂToo X2+ x+1
i 2 i 27X lim 2% jim 2%
xl!r-poox3 <l_ ;) XETOO 4 %2 X>222 4-—x? X)gZZ 4—x2

1 X2 — 3x+1\° (X —3x+1\° X=X
lim ————— lim [ ———— lim ( ———— lim
x——00 X34+ X2 — 2x+ 1 X—++00 1—x2 X;’ll 1-x x;>00 2X

EXERCICE 2

La courbe@; ci-dessous, représente une fonctiodéfinie surR. Les droitesD et A sont les asymptotes a la
courbe respectivement ero et +co.

A\ y
N
. D
\ =
— N
~N
~N
T
\
\\
6 5 A 3 D 1|0 ] > ) 4 | x
! N
\
2

1. Détermine& lim f(x) et lim f(x).

——00 X—+00

2. Soitg la fonction définie suRk parg(x) = f(x) + i—ix. Déterminer lim g(x) et lim g(x).

X——00 X—-+00
EXERCICE 3

1. SoitP(x) = x> +x— 6 etQ(x) = 2x* — 3x— 2 deux polyndémes.
a) Résoudrd(x) =0 etQ(x) =0.
b) En déduire une factorisation &¢x) et Q(x).

2. Soitf la fonction définie suj2;+oo[ par f(x) = &

()

=

a) Déterminer linf(x) et lim f(x).
x;>22 X——+00

b) La courbe représentative de la fonctibadmet-elle des asymptotes ?

EXERCICE 4

La courbeC, ci-dessous représente une fonctiodéfinie et dérivable suR. On notef’ la fonction dérivée de
la fonction f. On sait que :

la courbe coupe I'axe des ordonnées au pAiet la tangente a la courbe au poikpasse par le point de
coordonnée$—2;0) ;

la courbe admet au poiBtd’abscisse 1 une tangente paralléle a I'axe des abscisses ;

I'axe des abscisses est asymptote a la coOgbe

>
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8 -2 i} 0 L P 3 A 5 6 7 8 9 10X

e

N

w

l
/
/
l

/
e

1. A partir du graphique et des renseignements fournis :

a) Déterminer limu(x) et lim u(x).
X——00 X——+00

b) Déterminen/(0) etu'(1).

2. On consideére la fonctiof définie suff — 1;+o0| par f (x) = i

u(x)

a) Etudier les limites de la fonctioh aux bornes de son intervalle de définition. La courbe reptétiee
de la fonctionf admet-elle des asymptotes ?

b) Déterminerf’(0) et f'(1).
3. On considére la fonctiog définie surR parg(x) = [u(x)]%.

a) Etudier les limites de la fonctiamen —oo et en+oco. La courbe représentative de la fonctipadmet-elle

des asymptotes ?

b) Déterminerg (0) etg'(1).

EXERCICE 5

Soit f une fonction définie sur l'intervalle= ] 510 [ et telle que pour tout réel> 1, on af(x) < /X

y

2+

-3+

10 11 X

iy
N
w
N
ot
(o))
~
[e0]
[{e}

Ct
f(x)

On considére la fonctiog définie surd parg(x) = "

. 1 P _
Montrer que sk > 1 alors, 0< g(x) < —=. Que peut-on en déduire sur la limite gen-+oo ?
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EXERCICE 6

. . e 1 22 —13+7
Soit f la fonction définie suﬂ §;+oo par : f(x) = 4x72+

On appellegs sa courbe représentative dans le plan muni d’un reperegmtiad.

1. Déterminer Iingf(x), gu’en déduit-on pour la courtsgs ?
X3

2. Déterminer lim f(x).
X——+00

. . ) c
a) Déterminer les réeks b etctels quef (x) = ax+ b+ YV

s N . X
b) En déduire que la courls; admet pour asymptote la droifed’équationy = 5~ 3.
c) Etudier les positions relatives de la couffeet de la droiteh

1
d) Résoudre l'inéquatio < 0,001.
) quation—
e) Calculer le plus simplement possible, une valeur apg®etu milliéme prés de I'image parde 500.
3. Calculer la dérivée de la fonctidn

4. Etudier les variations dé.
5. Donner une équation de la tangemta la courbeC; au point d’abscisse 1.

EXERCICE 7

1. Soitf la fonction définie sur l'intervallé—1;+oo| par f (x) = il On noteCs sa courbe représentative
dans un repére du plan.
a) Alaide d’un tableau, étudier le signe @iéx) suivant les valeurs du régl

(X)-

b) Déterminer, en justifiant avec soin, linfi(x) et
X——1t X

lim f
—+00
c) On notef’ la dérivée de la fonctiori. Calculerf’(x).

d) Déterminer une équation de la tangente a la coGkbeu point d’abscisse O.

2. Soitg la fonction composée de la fonctioh suivie de la fonction carréay est définie sur l'intervalle
]—1;+o00] parg(x) = [f(x)]?. On noteCy sa courbe représentative dans un repere du plan.

a) Déterminer limg(x) et lim g(x). En déduire I'existence d’asymptotes a la coutge
x——1+ X——+00

b) On notegd’ la dérivée de la fonctiog. Calculerg/(x).
c) Déterminer une équation de la tangente a la coGglaau point d’abscisse 0.

EXERCICE 8

Afin de de réduire ses codts de fabrication, un industrielddéd’investir une certaine somme tous les mois

dans la maintenance de I'outil de productionx®ist le montant en milliers d’euros que l'industriel invede
2X+ 071

(x+1)*

pourcentage de réduction des codts est modélisé par ladorfatiéfinie sufl;+oo[ par f(x) = 0,3—

1. Uninvestissement de 11@est-il suffisant pour réduire les colts de 5% ?
2. On notef’ la dérivée de la fonctior.
a) Calculerf’(x).
b) Etudier les variations de la fonctidn
¢) En déduire que I'équation(x) = 0,25 admet une solution unique.
3. Selon ce modeéle, est-il possible de réduire les colits %40
4. Quelle somme, arrondie a la centaine d’euros prés, lfaneistir pour réduire les colts d’au moins 25 % ?
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EXERCICE 9
. o 224+ 1\°
Soit f la fonction définie suRk par f(x) =1— (%)
X¢+5

1. Etudier les limites de la fonctioh aux bornes de son intervalle de définition. En donner unegirétation
graphique.
2. On désigne paf’ la dérivée de la fonctiorf.
a) Calculerf’(x).
b) Donner le tableau des variations de la fonctfon
¢) En déduire le nombre de solutions de I'équatfgr) = 0.
3. Résoudre danR 'équation f(x) = 0.

EXERCICE 10

, : - x3—x2+9x—1
Soit f la fonction définie suf0;+oo[ par : f(x) = %

On appellegs sa courbe représentative dans le plan muni d’un reperegmtiad.

y AP -
10 ///
~
8
/‘/
6 ///
//
4
/
2 //
i 0 L P 3 4 5 6 7 8 9 10 11| X
-2

PARTIE A

1. Etudier la limite de la fonctiori en+oo.
2. Montrer que la droitéd d'équationy = x — 1 est asymptote a la courl#® en+oo.
Tracer la droiteA
3. Résoudre I’inéquationzsi < 0,01.
xXc+1
PARTIE B
On notef’ la dérivée de la fonctior.
1. Calculerf’(x).
2. Etudier les variations de la fonctidn

3. Donner une équation de la tangemta la courbeC; au point d’abscisse 1.
Représenter la tangentesur le graphique.

PARTIE C

1. Montrer que pour tout réélpositif, 'équationf(x) = k admet une solution unique.

2. Sans utiliser la calculatrice, déterminer une valeuragpte au centiéme prés du rég) solution de
I'équation f (x) = 1000.
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MODELISATION PAR UNE FONCTION AFFINE

Le tableau ci-dessous donne I'évolution du nombre de nslli&emploi en France dans deux secteurs d’activités
« Industrie pharmaceutique » et « Activités financieres atglirance ».

Trimestres 2008 T1 | 2008 T2 | 2008 T3 | 2008 T4 | 2009 T1 | 2009 T2 | 2009 T3 | 2009 T4
Rangi du trimestre 1 2 3 4 5 6 7 8

Industrie pharmaceutique 89,1 89,6 89 88,5 88,1 87,4 87,1 86,8
Activités financiéres et d’assurance 819,6 | 818,5 | 820,7 821 824,7 | 826,5 | 825,1 | 826,8

On cherche a étudier de maniére conjointe, I'évolution emploi dans ces deux secteurs.

On désigne par :

— X; le nombre de milliers d’emploi dans I'industrie pharmadgque, le trimestre de rang

— Vi le nombre de milliers d’emploi du secteur « Activités finames et d’assurance », le trimestre de rang

1. Dans le plan muni d'un repere orthogonal, représentendge de pointd/; de coordonnéegs;y; ).

y

826

824

822

820

818
86,5 87 87,5 88 88,5 89 89,5 X

2. Le point moyen du nuage est le pofBfX;y) oux est la moyenne deg ety est la moyenne deg.
Calculer les coordonnées du pofbtle placer dans le repére précédent.
PARTIE A : Ajustement affine du nuage des points par la droite de Mayer

Les pointsM; du nuage sont rangés dans 'ordre croissant des abscisses :

Xi 86,8 87,1 87,4 88,1 88,5 89 89,1 89,6
Vi 826,8 | 825,1 | 826,5 | 824,7 | 821 820,7 | 819,6 | 818,5
N1 désigne le nuage correspondant aux quatre premiers pbidtdeenuage correspondant aux quatre derniers
points.

1. Calculer les coordonnées du point moygndu nuageN; et celles du point moye@, du nuageN..

2. Donner une équation de la droit€;G,) (arrondir les coefficients 402 pres, et la tracer dans le repére
précédent.

3. Vérifier que la droitd G;Gy) passe par le point moy&a du nuage de points.
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PARTIE B : Un deuxiéme ajustement affine du nuage des points.

L'objet de cette partie est d’effectuer un ajustement affimela méthode des moindres carrés.
SoitA la droite d'ajustement d’équation= ax+ b.

On noted; I'écart entre le poinM; du nuage et le poirl de méme abscissg y
appartenant a la droit®:

ax +b
S=Yi—y=Yi—(ax+b)

On cherche a déterminer une équation de la daitelle que la somme des

résidusS= Zl (ax + b))? soit minimale. o

1. a) Dans un premier temps, on suppose connu le coefficiettelura de la droiteA, on développe chaque
terme de la somm8sous la forme d’un trinéme du second degréden

. Y i — (2% + D))" = [(yi %) —b)* = (yi —a%)" — 2x b x (i —ax) + b’
89,1] 8196 (8196—891a)° — 2x b (8196 89.1a) + b?
896 8185

89 820,7
88,5 821
88,1 824,7
874 8265
87,1 825,1
868 8268
S= Zl —(ax+b)? | S= Z —2xbx ( - )+ 807

b) Montrer que la somm& est minimale poub = 8228625— 88,2a. En déduire que le point moyeha
appartient a la droitA.

2. a) En remplacanb par 8228625— 88,2a, développer chaque terme de la som&sous la forme d’'un
trinbme du second degré an

y y , [yi — (ax +b)]* = ) ,
(yi —8228625° — 2 x (x —88.2) x (y;i — 8228625 x a+a” x (% —882)
89,1 819,6 (—3,26252 — 2 x (—2,93625 x a+ 0,92 x a2
89,6 818,5
89 820,7
88,5 821
88,1 824,7
87,4 826,5
87,1 825,1
86,8 826,8
S= Z — (ax +hb))? S:i(yi—szz,sezaz—zxax( ) +7,322°

b) Montrer que la sommg est minimale poua= —3,06 (valeur arrondie au centiéme prgs
¢) Donner une équation de la droidela tracer dans le repére précédent.
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| AJUSTEMENT AFFINE D’UNE SERIE STATISTIQUE A DEUX VARIABLES
1 NUAGE DE POINTS

On s'intéresse a deux variables quantitatives discrétaswpopulation. A chaque individu de cette population,
on associe un couples;yi), oux; est la valeur de la premiere variableyeta valeur de la seconde.
L'ensemble des couplds;; y;) forme une série statistique & deux variables.

Soit (x;¥i) une série statistique a deux variables.

— Dans le plan muni d'un repére, 'ensemble des politéx;;y;) est appelé le nuage de points de la série
statistique.

— Le point moyen du nuage est le pofa{x;y) oux est la moyenne deg ety est la moyenne des.

EXEMPLE

Le graphigue ci-dessous, présente le nombre de milliemspl@ dans le secteur « hébergement et restauration »
(sériex;) et dans la « construction » (Séyi@ en France entre Ie*ltrimestre 2009 et le2Arimestre 2010.
Le pointG(8687;13504) est le point moyen du nuage.

y
15004
X

14004 x

13007 VR

12001 x

1100 ; 1 1
750 800 850 X 900 950 X

2 AJUSTEMENT AFFINE PAR LA METHODE DES MOINDRES CARRES

Lorsque les point®; (x;yi) sont approximativement alignés, on peut penser qu’unéaeldu typey = ax+Db
« résume » correctement une corrélation entre les dewblesiaet y.

y
15001
14001

13001

12001

1100 1
750 800 850

900 950 X

Or pour chaque valewg observée, la valeur calculée correspondanteax; + b differe de la valeur observég
d’'un écart résidued; qui peut étre positif ou négatif. On a donc pour chaque codipleservation, la relation
suivante :

& =Yi— (a5 +b)
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Un ajustement affine par la méthode des moindres carrésstmasiéterminer la fonction affirfe x— ax+b

telle que la somm&= Z (ax 4 b)]? soit minimale.

ETAPE 1
n

On considére la sommg= Z,[yi — (a% + b)]? comme un polyndme du second degréoen
En effet, -
i — (@ +b)]* = [(vi —ax%) —b]* = (i —ax)* ~ 2b(y; —ax) + b

donc
n

_;[Yi—(aﬁ +b)]2: {(yi_aﬁ)z—Zb(yi—an)+b2]

ZZb a>q)+ib2
:_; ZbZl —ax) + nb?

Sest un polynéme du second degréaite la formeS=Ax b?+Bx b+CavecA=n,B= — 221 (yi—ax)
i=

o
A0

etC= 21 2. Commen > 0, la sommeS est minimale poub——% Soit
n
2% (yi—ax)
b= =
2n
LS (yi—ax)
=~ ¥i—ax
ni;
12 12
= ﬁ_;y. - Zlax
l n
- ) Yi— aX— Xi
AR

L L
Or - L =yet— . = X. Donc la sommé& est minimale pourb =y — ax

REMARQUE
b=y—ax< y=ax+hb. D'ou la propriété suivante :

PROPRIETE

La droite d’ajustement affine par la méthode des moindregs@asse par le point moyen du nuabe.

ETAPE 2

Pour déterminea remplagcond par son expression, ce qui donne
n

S= Z (ax +y—ax))? = zluyi—v)—a(m-—x)]z

1=
Développons la somnt@de maniére a obtenir un polynéme du second degeg:en
n n

3 (=9 —ate %" = ; [(yi ~9)* =22y~ ) (% %) +2° (% —7)2]

-So-w-Fao-vu-ne S

n

=3 Wi~ y)? 2a_;<y v><xi—x>+a2_;<xi—x>2

i=
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n
Sest un polyndéme du second degréaede la formeS= A x &+ B x a+C avecA = Zl(xi —X)% = nV(x),

B=-2 Zl ) (X —X) etC = Zl Yi —¥)* =nV(y) ouV(x) est la variance de la premiére série statistique
etV(y) la variance de la deuxiéme série statistique.
B .
CommeV (x) > 0, la sommeS est minimale poua = BN Soit
n l n
25 G=RG-R T3 B-DK-)
1= 1=
a_ j—
2nV(x) V(X)
DEFINITIONS

12 .
Le nombreﬁ Zl(yi —¥) (% —X) est appelé covariance dety. On note

12 . _
cov(xy) = - Z(yi —y) (X —X)
i=
i .- V(X;
Avec cette notation, la somn&est minimale poura= Li/ix)y)
La droite d'ajustement affine dgen x par la méthode des moindres carrés d'une série statistioieia

' T - cov(x;y) o
variables(x;; ;) est la droite d’équatioy = ax+ b aveca = W etb=y—ax.

OouV(x) = %_i(xa —x)? et covx;y) = %i(yi —9) (% —X).

1=
Cette droite passe par le point moy®iiX;y) du nuage de points.

REMARQUES

— La droite d'ajustement affine dgen x par la méthode des moindres carrés est aussi appelée deoite d
régression dg enx par la méthode des moindres carrés.

— Le lien mis en évidence entre deux variables quantitativetsy par la droite d’ajustement affine ne signifie
pas nécessairement que 'une soit la cause de l'autre, nmagdesnent qu'il existe une corrélation dans
I'évolution des deux variables.

— La covariance est un indicateur du sens de la variationlsimée des séries quantitativesty.

Si les donnéex et les donnéeg croissent globalement en méme temps, alorgxcgy > 0, tandis que si la
tendance des donnégest décroissante lorsque les donnéemissent alors cdx;y) < 0.

covariance positive covariance négative
y X y
% x 2
3001 x X _FRX 3001
X
250+ 250+
200+ §§ 2001
1501 K 1501
x X X; XXXXX
1001 X 1001
X
501 * 504
0 + 0
0 10 20 30 40 X
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EXERCICE 1

Le tableau suivant, donne I'évolution du Produit intéribrut (PIB) et du transport des voyageurs sur le réseau
TGV en France pour les années 2000 a 2008 :

Années 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
PIB x; (milliards d’eurog 1441,4| 1497,2| 1548,6| 1594,8| 1660,2| 1726,1| 1806,4| 1894,6| 1950

Transport TGV
(milliards de voyageurs-kjm

34,5 37,2 39,6 39,3 41,3 42,5 43,8 46,5 50,3

Source INSEE.
1. Représenter le nuage de poiktsx;;y;) associé a la série statistique dans le repére ci-dessous.

Transport-TGV fnilliards de voyageurs-km
52

50

48

46

44

42

40

38

36

34

32
1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000

PIB (milliards d’eurog

2. On envisage un ajustement affine du nuage de points.
a) A l'aide de la calculatrice, donner I'équation de la draitajustement dg en x par la méthode des
moindres carrés, sous la forme= ax+ b. (Les coefficients seront arrondisl® * pres)
b) Tracer cette droite dans le repére précédent.
3. On admet que cet ajustement affine traduit une corrélatitre le PIB et le trafic sur le réseau TGV.
Si en 2009 le PIB baisse de 2%, donner une estimation arrénti¥ pres, de la variation en pourcentage
du transport des voyageurs sur le réseau TGV en France en 2009

EXERCICE 2 (D’'aprés sujet bac France Métropolitaine Septembre 2009

Pour établir le prix unitaire le plus adapté d'un produite wociété effectue une étude statistique.
Le tableau suivant indique le nombre d’acheteurs, exprim@idliers, correspondant a un prix unitaire donné,
exprimé en euros :
Prix en euros x; 4 5 6 7 8 9 10 11
Nombre d’acheteurs en milliersy; | 125 120 100 80 70 50 40 25
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1. Représenter le nuage de poiltg ; i) dans le plar{P) muni d’un repére orthonormal d’unités 1 cm pour
un euro sur I'axe des abscisses et 1 cm pour 10 milliers dtaahesur I'axe des ordonnées.

2. a) Déterminer I'équatiog = ax+ b de la droite(D) d’ajustement affine dg enx, obtenue par la méthode
des moindres carrés. Les coefficieatst b seront arrondis a 'unité.

b) Tracer la droitgD) dans le plar(P).

¢) En utilisant I'ajustement affine précédent, estimer bigyement, a'euro pres, le prix unitaire maximum
que la société peut fixer si elle veut conserver des acheteurs

3. a) En utilisant I'ajustement affine précédent, justifiee da recettdR(x), exprimée en milliers d’euros, en
fonction du prix unitairex d'un objet, exprimé en euros, vérifie :

R(X) = —15x% + 18%.

b) Etudier le sens de variation de la fonctibléfinie sur l'intervallg0 ; +oo[ par f(x) = —15x% 4 18%.
¢) Quel conseil peut-on donner & la société ? Argumenteplanse.

EXERCICE 3

Le tableau suivant donne le montant (en millions d’eurodpd#pense des ménages entre les années 2000 et
2009 dans le secteur des « Services médicaux et hospitatiers

Année 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
Rang de I'annég; 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Montanty; 14023 14501 15525 16472 17669 18905 19936| 20914 21 925 22517

(Source INSEE)

PARTIE A : Un ajustement affine

1. Tracer le nuage de poirtg (X ; yi) associé a cette série statistique dans le plan muni d’'uneepthogonal.

y

23000

22000

21000

20000

19000

18000

17000

16 000

15000

14000
0

A. YALLOUZ (MATH@ES) 49


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée Camille SEE R
Année 2011-2012 STATISTIQUES A DEUX VARIABLES TeES

2. a) Al'aide de la calculatrice, déterminer une équatiofeddroite d’ajustemend dey enx obtenue par la
méthode des moindres carréss(coefficients seront arrondis a l'unjté
b) Tracer la droiteD sur le graphique.
3. En utilisant cet ajustement, donner une estimation dutambr{en millions d’euros) de la dépense des
ménages dans le secteur des « Services médicaux et hespitatjue I'on peut prévoir pour 2010.

PARTIE B : Une autre estimation

1. Dans cette question, les pourcentages seront arronddd @res
a) Calculer le pourcentage d’évolution du montant de la dgpeles ménages dans le secteur des « Services
médicaux et hospitaliers » entre 2007 et 2009.
b) En déduire le pourcentage annuel moyen d’augmentationatiant de la dépense des ménages dans le
secteur des « Services médicaux et hospitaliers » entre€2@®D09.
¢) On suppose que le pourcentage annuel moyen d’augmenthtionontant de la dépense des ménages
dans le secteur des « Services médicaux et hospitaliersexc@sstant les années suivantes.
Calculer le montant (en millions d’euros) de la dépense désages dans le secteur des « Services
médicaux et hospitaliers » que I'on peut prévoir pour 20&0€sultat sera arrondi a l'unitg
2. En 2010, le montant de la dépense des ménages dans ler slxteuServices médicaux et hospitaliers »
était de 23 277 millions d’euros.
Des deux estimations précédentes, quelle est celle qu pkid proche de la réalité ?

EXERCICE 4

Le tableau suivant, donne le montant de la dépense des nsédage deux secteurs entre les années 2000 et
2009 :

Année 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009

Rangi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Xi 10 11,2 13 15,5 18,5 22,3 26,4 30,9 34,3 36,6

Vi 35,7 35,8 37,1 38,6 39,2 39,6 40,4 41,2 40,7 39,5
Ou:

— X; est le montant en milliards d’euros, de la dépense dansfewsecindustries des équipements électriques
et électroniques » I'année de raing
— Vi est le montant en milliards d’euros, de la dépense danstewecHabillement, cuir » 'année de rang

Le nuage de pointil; (x;;yi) est représenté ci-dessous, dans le plan muni d’un repéegorial.

y
42
.|.-
41
+
+
40
+ +
+
39
+

38
37 +
36

+ 7
35

10 15 20 25 30 35 X
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1. A partir des données du graphique, un ajustement affirsgtpleapproprié ? Justifier votre réponse.
2. On envisage un ajustement du nuage de points a l'aide garadole. On posg = (x;, — 30)?

a) Compléter le tableau suivant :

Année 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
Rangi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Z 400

Vi 357 | 358 | 371 | 386 | 39,2 | 39,6 | 404 | 41,2 | 40,7 | 395

b) Donner une équation de la droited’ajustement affine dg enz, obtenue par la méthode des moindres
carrés ¢oefficients arrondis 402 prég

c) En déduire une relation deen fonction dex sous la formey = ax? + bx+-c.
d) Tracer la courb&’; d’équationy = ax? + bx+ c dans le repére précédent.

EXERCICE 5 (D’aprés sujet bac Pondichéry 2008

Un centre d'appel comptait en 2001 soixante-six employégableau ci-dessous donne I'évolution du nombre
d’employés en fonction du rang de I'année.

Année 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
Rang de I'annéeg; 1 2 3 4 5 6 7
Nombre d’employéy; 66 104 130 207 290 345 428

On cherche a étudier I'évolution du nomhyrd’employés en fonction du rangde I'année.
Une étude graphigue montre qu’un ajustement affine ne catrpas.

On pose alorg =, /y— 3.

1. Recopier et compléter le tableau suivamt onnera les résultats sous forme décimale, arrondis atiarag.

Rang de I'année; 1 2 3 4 5 6 7

Z 512

2. Représenter le nuage de poiMs(x; ; z) associé a cette série statistique, dans le plan muni d'wreep
orthonormal d’unité graphique 1 cm.
Un ajustement affine vous parait-il approprié ? Justifieéponse.

3. Déterminer, a l'aide de la calculatrice, une équatioradirdite d’ajustement affine deenx par la méthode
des moindres carrésif donnera les coefficients sous forme décimale, arrondieatiemsg
Tracer cette droite sur le graphique précédent.

4. En utilisant cet ajustement, a partir de quelle année-geuirévoir que I'effectif de ce centre d'appel
dépassera 900 employés ?

EXERCICE 6
PARTIE A

Le tableau suivant, donne le nombre de milliers d’emploi EanEe dans le commerce et dans I'ensemble des
secteurs d’activitéhors agriculture, emploi public des secteurs non marchatdgctivités extra-territoriales

au premier trimestre de chague année.

On désigne par :

— X; le nombre de milliers d’emploi dans le commerce I'année dgra

— Vi le nombre de milliers d’emploi de I'ensemble des secteiasnée de rang
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Année 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Rangi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xi 2767 | 2853 | 2926 | 2940 | 2958 | 2964 | 2974 | 3007 | 3028 | 2996 | 2970
Vi 16656 | 17259| 17472| 17473 | 17448| 17552| 17667 | 18011| 18229| 17853| 17767

1. Dans le plan muni d’un repere orthogonal, représentendg@ de pointd/; de coordonnéess;y; ).
y

18000

17500

17000

16500
2750 2800 2850 2900 2950 3000 X

2. Calculer les coordonnées du point moy&n le placer dans le repére précédent.

3. Dans cette question, les calculs effectués a la calmdate seront pas justifiés.
Le nuage de points montre qu’un ajustement affine est justifié

a) Donner une équation de la droite de régresBipdey enx, obtenue par la méthode des moindres carrés.

b) Représenter la droife; dans le repére précédent.

PARTIE B

On étudie dans cette partie I'évolution du nombre de mdldemploi intérimaires.

x; désigne le nombre de milliers d’emploi dans l'itérim I'aende rang ety; le nombre de milliers d’emploi
de 'ensemble des secteurs, 'année de tiang

Année 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Rangi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Xi 589 636 579 553 562 590 600 677 673 437 522
Vi 16656| 17259| 17472| 17473 | 17448| 17552| 17667 | 18011 | 18229| 17853| 17767

1. Dans le plan muni d'un repere orthogonal, représentendge de pointd/; de coordonnéegs;y; ).
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2. Un ajustement affine est-il justifié ?

PARTIE C

L'objet de cette partie, est d'étudier la contribution desixisecteurs précédents a la variabilité de I'emploi
total.

On noteE; la variation de I'emploi total entre les années de raati — 1, C; la variation de I'emploi dans le
commerce entre les années de raag — 1 etT; la variation de I'emploi dans l'intérim entre les annéesateyr
ieti—1.

Par exemplds; = 17259— 16656= 603,C; = 2853— 2767= 86 etT; = 636— 589=47.

1. Recopier et compléter le tableau suivant.

Année 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
G 86

Ti 47

E 603

2. Calculer les écart-type des séi@et T. Dans quel secteur d'activité observe-t-on la plus grandguation
de variation de I'emploi.

3. La contribution d’un secteur a la variabilité de 'empioial mesure la part des variations de I'emploi total
gui peut étre attribuée a ce secteur.

La contribution d'un secteur d’activité a la variabilité tdemploi est d’autant plus importante que son
effectif représente une grande proportion de I'emploiltotaqu’il varie beaucoup et en méme temps que

les autres secteurs d’activité.

s I , e £ , . Ccov(X;E) .
Un critére pour mesurer la contribution d’un secteur a l#tmdlité de 'emploi estﬁ ou covX;E)
est la covariance des séries statistiques des variatiohendgloi d’'un secteurX et de I'emploi totalg et
V(E) la variance des variations de I'emploi total.

a) Calculer les contributions du commerce et de l'intérira @driabilité de 'empiloi.
b) Interpréter les résultats.
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Dans ce chapitre, nous étudirons le probléme suivant :
Etant donné la fonction f, trouver une fonction F telle gueFf.

ACTIVITES

1. Soitf etgles fonctions définies st par f(x) = —x? +3x— 1 etg(x) = —2x+ 3.
Vérifier queg est la dérivée dé. Trouver d’autres fonctions ayagtpour dérivée.

2. Arlaide du tableau des dérivées, trouver une fondii@yant pour dérivée la fonctiohdonnée dans chacun
des cas suivants :

a) f(x):E b) f(x)=x3 c) f(x)=3x-2
d f(x)=2+x-1 e) f(x):x—g2 f) f(x)=(2x—1)2

3. La courbe ci-dessous est la représentation graphiqure dunctionf définie suR

Vv
J

N

L
RN

N\

N

Parmi les cing courbes suivantes, quelles sont celles @lilsies de représenter une fonctiBrayant pour
dérivée la fonctionf ?

y y y
/T\ / // \\
\ pd N\
/2 0 \ 2 A 5 B 2 | 2 A > |0 > A 6 8
/ 2 ‘\\ )/ /, 2 \/ 2
/ e / z 2
CourbeC, CourbeCy CourbeCs
\JI \JI
N\ N\ //
\ , N yd
\ z z /
\ _— N\
\ )y T~ / N
4 D / > A N 4 / > |0 > A 6 8
\f/ \\\ // 2
AN
CourbeCy CourbeCsg
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|  PRIMITIVES

1 DEFINITION

f est une fonction définie sur un intervalle
Une primitive def surl est une fonctiorF dérivable sut et telle que pour tout réeldel, F'(x) = f(x).

EXEMPLE

f est la fonction définie suR par f(x) =5—3x

Les fonctionsF et G définies sulR parF (x) = —gxz +5xetG(x) = —gxz +5x—+/2 sont des primitives dé
surRR. 3

De facon générale, toute foncti@définie surR parG(x) = —EXZ +5Xx-+ ¢, ouc est un réel, est une primitive
de f surR.

2 ENSEMBLE DES PRIMITIVES D'UNE FONCTION

Si F est une primitive dd sur un intervalld, alors les primitives dé surl sont les fonction& définies pou
tout réelx del parG(x) = F(x) + k ouk est un réel.

Démonstration

— SoitF une primitive de la fonctiorf surl etG une fonction définie pour tout réeldel parG(x) = F(x) +k
ouk est un réel.
Alors, G'(x) = F’(x) + 0= f(x) doncG est aussi une primitive desurl.

— SoientG et F deux primitives def sur| montrons qu’il existe un réet tel que pour tout réek de I,
G(x) = F(x) +k.
On considére la fonctiokl définie surd parH(x) = G(x) — F(x) alors,

H'(X) =G X)—F'(x)=f(x)— f(x) =0
H’ est la fonction nulle suir ce qui signifie quéd est une fonction constante dur
Ainsi, pour tout réek del, H(x) = k ouk est un réel. SoiG(x) — F (x) = k doncG(x) = F(x) + k.

3 PRIMITIVE VERIFIANT UNE CONDITION

Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervall&oit xg un réel de l'intervallel ety un réel
quelconque.
Il existe uneuniqueprimitive F de f surl telle queF (xo) = Yo.

Démonstration

Si G est une primitive dd surl, alors toute primitive= de f surl est définie paF (x) = G(x) + k aveck réel.
La conditionF (xp) = Yo S’écrit G(xg) + k= yo d’ou k = yp — G(Xo).
Il existe donc une seule primtive de f surl telle queF (Xo) = Yo, définie parF (x) = G(x) + Yo — G(Xo).

interprétation graphique

Si on connait la courb® représentative d’'une primitive desurl, v
alors les courbes des primitives flsurl se déduisent d& par une \ 0 " /\6F
translation de vectelj otk est un réel. \ L
Un point M(Xo; Yo) étant donné, il n’existe qu’'une seule courbe -
de la famille passant par ce point.
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Il CALCULS DE PRIMITIVES

Nous admettons la propriété suivante :
Toute fonction continue sur un intervall@dmet des primitives suir
Les opérations sur les fonctions dérivables et la définifione primitive conduisent aux résultats suivants :

— SiF et G sont des primitives des fonctiorfset g sur un intervalld, alorsF + G est une primitive dd +g
surl.

— SiF est une primitives de la fonctiohsur un intervalld etk un réel, alorkF est une primitive d&f surl.

1 PRIMITIVES DES FONCTIONS USUELLES

f(x) =a(aestun réel) F(x) = ax surR
n+1
f(x) = X" (n est un entier naturel F(X) = X surR
n+1
1
f(x) = ™ prochain cours sur]0;4o0|
f(x)—1 F(x) = 1 sur ;0[ ou sur]0;
= ()= ] — 00;0] ou sur]0; +oof
f(x) = L ti 1 F(x) = _ ;0 0;
(x) = = (nentier,n > 1) = T hoDxt sur] — oo; 0 ou sur|0;+oo|
1
f(x) = 7 F(X) = 2/ sur]0;4o0|

2 PRIMITIVES DES FORMES USUELLES

u est une fonction dérivable sur un intervallle
On obtient le tableau suivant a partir de la dérivation d'fometion composée.

conditions fonction f une primitiveF est donnée par
. un-&-l
nentier,n >0 f=uu" F=
n+1
, u 1
u ne s’annule pas sur f=— F=_=
u? u
u ne s’annule pas sur o E—_ 1
(n entier,n > 1) o (n— 1un-1
u/
u strictement positive sur f=— F=2
p Wi Vu
EXEMPLE 4 4 2
X
Déterminer la primitive= de la fonctionf définie sufR par f(x) = ————— telle queF(—1) = 0.
P part(x) = a1z el auer (=1)

/

Le carré au dénominateur incite a mettre en évidence la f%gne

2x+1 . u ) ’
f(x)=2x [ soit f =2x 2 avec pour tout réet, u(x) = x“+x+ 1 etu'(x) = 2x+ 1.

Une primitive def surRR estF = —2 x " +coucest un réel a déterminer. Soit pour tout réel

F(X) = 5——+CcC
) x2+x+1+
OrF(-1) =0« —2+4+c=0<« c=2. Ainsi, la primitiveF de la fonctionf surRR est la fonction définie par :
A
FX)=5——+2
> x2+x+1+
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EXERCICE 1

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer une prinfittle la fonctionf définie surR

1 2

a) f(0=3"+3 b)  £(x) =%~ 4x+v/2 0 (=" —5+1
2. Dans chacun des cas suivants, déterminer une prinfitoe la fonctionf définie surj0;+oo]

3 X3 —2¢+1 YX=2

a) f(x)_3x+; b) f(x):T c) f(x)= 7
3. Dans chacun des cas suivants, déterminer une prirfitole la fonctionf

a) f est définie su }'—’- arf(x) = _3

i CEE
b) f est définie suR par f(x) = (x4 1)(x> 4+ 2x—3)3
e . X
c) f est définie sufl;+oo[ par f(x) = -12

EXERCICE 2

Dans chacun des cas suivants, calculer la primEivde la fonctionf qui vérifie la condition donnée.

1. f est définie suR par f(x) =x® —5x—1 et F <—%> = %

- 1
2. f est définie suR par f(x) = x? — 3x+ 5 etF(1) =0.

3. f est définie sul0; +oo| par f (x) = x3+x—22 etF(1) =
e 1 B 4 3 1
4. f est définie suﬂéﬁroo { par f (x) = =22 etF <§>

5. f est définie sujO;+oo[ par f(x) =23 - 1— x_12 etF(1) =1.

EXERCICE 3

X2 +x+1 1
—etG(X) =X—24+ ——
+1 ) +X—|—1

Montrer queF et G sont deux primitives sur— 1;+oo[ d’'une méme fonctiorf que I'on précisera.

SoitF etG les fonctions définies syr 1;+oo[ par :F(x) =

EXERCICE 4
: e 1 2 -4
Soit f la fonction définie suﬂ §;+oo { par f(x) = m
2

= 2 x_1 est une primitive de la fonctiof.

. e 1
1. Montrer que la fonctios définie sur} E; +00 { par G(X)

. N 1
2. a) Déterminer la primitivé de f sur] §;+oo [ telle queF(1) =0

b) Etudier les limites d€ aux bornes de son intervalle de définition. Interpréterljraement ces résultats.
c) Etudier les variations de la fonctidh
d) Déterminer une équation de la tangente a la courbe reyiadise de la fonctiorr au point d’abscisse 1.

EXERCICE 5

On a tracé ci-dessous, dans le plan muni d’un repere ortlabges courbe€; etCy représentatives de deux
fonctions f etg définies et dérivables sik.
La droiteD est tangente a la courl® au pointA(—1;0) et passe par le point de coordonnées; 1) .
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D y
Ck
§§\\\‘ 4//’—_—_
~—_ P
1
N\ 2 T T 0%
e
/ \\\‘ e
A B —— g
- —— - -8 -2 - 1 2 3 4 X
\\\\ / »
\\ N g
\ e,
E

1. Par lecture graphique :
a) Détermineg'(—1) et f'(—1).
b) Une des deux fonctions est la dérivée de I'autre, détemiaquelle en justifiant votre choix.

. P 8
2. gest la fonction définie suR parg(x) = 7)(2
(x2+3)
a) Déterminer une primitive de la fonctian
. . e 4
b) En déduire qué est la fonction définie suR par f(x) =1— 213

3. Calculer la limite def en—co et en+oco. Interpréter graphiqguement ces résultats.
4. Etudier les variations de la fonctidn
5. Déterminer une équation de la tangente a la coGsbeu pointB. La tracer sur le graphique précédent.

EXERCICE 6

La courbe%r suivante, est la courbe représentative d’'une primfaurlR d’'une fonctionf.

v
7J

[HEY

[REY

‘GF

1. Une des trois gourbes ci-dessous est la COL\JII‘be reprégerta la fonctionf. I?Iéterminer laquelle.
7 7J 7

N P\ 1 A\
8| 2] 1|0 1 % 2 4 0 1 2 | % 40 1 3 | 4
A\ S\ 1 \
CourbeCy CourbeCy CourbeCs
2. LafonctionG définie surR parG(x) = R est une primitive de la fonctiof.

a) Donner I'expression de(X).

b) Déterminer une équation de la tangente a la codtbau pointA d’abscisse 2. La tracer sur le graphique
précédent.
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EXERCICE 7

Soit f une fonction définie et dérivable sur l'intervall@;+oco|. On sait quef(2) = —4 et que le signe de la
fonction f est donné par le tableau suivant :

signe def (x) -

—o— &

PARTIE A

1. SoitF la primitive de la fonction fonctiorf sur 'intervalle]0;+oo| telle queF (4) = >
On note%’ la courbe représentative de la fonctien
a) Donner le tableau de variations de la foncttan
b) On suppose que la courlsépasse par le poiri(2; 3).
Donner une équation de la tangente a la codtau pointA.

2. Tracer la courbe représentative d’une fonction quifsdties conditions obtenues a la question précédente,
dans un repére orthonormé du plddn{tés graphiques 1 cm sur chaque axe

Placer le poinfA ainsi que le point d’abscisse 4 et tracer les tangentes althe®@n ces points.

PARTIE B
12 16

f est la fonction définie sur l'intervall®; +oo| par f(x) = 1 233
- . , 1
1. a) Calculer la primitivé= de la fonctionf sur I'intervalle|0;+oo] telle queF (4) = >

b) Vérifier que la tangente a la courbe représentative denlztifin F au point d’abscisse 2 a pour équation
y=—4x+11.

2. Déterminer IigF(x). Interpréter graphiguement le résultat.
X—
3. a) Déterminer limF(x).
X——+00

b) Montrer que la courbe représentative de la fondd@dmet pour asymptote la droite d’équatios x— 7.
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TRANSFORMER LES PRODUITS EN SOMME

Le but de cette activité est de déterminer les fonctions @éfiet dérivables sur l'intervall®; +oo| telles que,
pour tous réela etb strictements positifs :

f(ab) = f(a)+ f(b)

PARTIE A

La courbes’ tracée ci-dessous, est la courbe représentative d’'ungdorfcdéfinie et dérivable sur I'intervalle
10;+00] telle que, pour tous réetset b strictements positif$ (ab) = f(a) + f(b).

VA
4
4

\
\

\

=

N\

v}

~
®
(o]
(=Y
A=
[uiy
=

[EEY
N
[HEy
w
Y

[
=

~—

l
o

On sait quef(2) =1 etf(8) =3
1. Déterminer les valeurs exactes des images de 16 ; 32; 1,85.0
2. Déterminer les antécédents gade 2 et de 0,5.

3. Déterminerf (1/8), f (?)
PARTIE B

1. Supposons qu'il existe une fonctidndéfinie et dérivable sul0;+oo] telle que, pour tous réels et b
strictements positifs :
f(ab) = f(a)+ f(b)

a) Justifier que n'est pas définie en 0.
b) Quelle égalité obtient-on lorsqae= b = 1? En déduire la valeur dg1).

c) Soitx un réel strictement positif. Montrer que pour tout rg¢et 0, f'(xy) =

f'(y)
v
En posank = f/(1), déduire quef est la primive qui s’annule pour= 1 de la fonctiong définie sur

M+wmwm©:;

2. Réciproquement, saitla fonction définie suj0;+oo[ parg(x) = o aveck un réel fixé.

a) Justifier que la fonctiog admet des primitives su@;+oo|.

b) Soit f la primive qui s’annule poux = 1 de la fonctiorg sur]0;+oo|.
Montrer que les fonctions — f(Xx) etx— f(ax) ont des dérivées égales.
En déduire alors, que pour tout réeb 0, f(ax) = f(a) + f(x).
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| FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

La fonction f définie sur l'intervalle]0;+oco[ par f(x) = ™ est dérivable donc continue. Elle admet donc des
primitives sur cet intervalle

1 DEFINITION

La fonction logarithme népérien est la primitive $0r+oo[ de la fonctionx — ™ qui s’annule poux = 1.
Pour tout réek strictement positif Ix est le logarithme népérien e

2 CONSEQUENCES

1. Lafonction In est définie sur l'intervall@;+oo[
2. In1=0

, L . ) 1
3. Lafonction In est dérivable sur I'interval];+oo[ et pour tout réek > 0, In'(x) = ™

I PROPRIETES ALGEBRIQUES

1 PROPRIETE FONDAMENTALE

Pour tous réela etb strictement positifs :

In(ax b) =In(a) +In(b)

Démonstration

a étant un réel strictement positif, on considére la foncfiaéfinie surj0;+oo[ par f(x) = In(ax) — Inx
f est dérivable suj0;+oo[ comme somme et composée de fonctions dérivables.
Pour tout réek > 0,

ffix)=ax ——=-=--=-=0
La dérivée de la fonctiorfi est toujours nulle, don€ est une fonction constante g0 +oo|.
En particulierf (1) = Ina—In1=Ina, donc pour tout réet > 0, f(x) =Ina.

Ainsi, pour tout réek > 0, In(ax) —Inx=Ina.
Soit finalement pour tout réel> 0, In(ax) = Ina+Inx

2 AUTRES REGLES DE CALCUL

Pour tous réela et b strictement positifs at entier relatif :
<1>
. In —Ina
( > Ina—Inb

3. In(@) = nIn a
. In(y/a) = In a
Démonstrations

. 1 1
1. Soita>0 alorsgl > 0. Orax 3 =1 donc

1 1 1
In <a><—> =Inlelna+In-=0&In-=—-Ina
a a a
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2. Soita>0eth>0 L .
a
In (5) =In <a>< 5> = Ina+|nE =Ina—Inb

3. Sin=0, I'égalité est évidente :
In(a®) =In1=0=0xIna

Soit f la fonction définie suj0;+oo[ par f(x) = In(X") — nInx avecn entier relatif non nul.
f est dérivable suj0;+oco[ comme somme et composée de fonctions dérivables. Poutlutx 0,

1 n n n
f/(X):ﬁXnXXnil—;:;—;:O

La dérivée de la fonctiorfi est toujours nulle, don€ est une fonction constante g0 +oo|.
En particulierf(1) =In1" —nin1 = 0, donc pour tout réet > 0O, f(x) = 0. Soit In(x") —nlnx = 0.
Ainsi, pour tout réek > 0 et pour tout entien, In(x") = ninx.

4. Soita> 0 alors(y/a)’ = adonc

Ina:ln(\/é)Z:ZIn\/é

[l ETUDE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

1 VARIATION

La fonction logarithme népérien est continue et strictensesissante suj0;+oo] .

Démonstration
La fonction In est dérivable si®;+oo[ donc continue sur cet intervalle.

. . : i 1 . 1
La dérivée de la fonction In est la fonction définie ¥ir-oo par I (x) = < Orsix>0 alors,; > 0.
La dérivée de la fonction In est strictement positive, d@nfohction In est strictement croissante EJr-oo].

PROPRIETES

On déduit de ce théoréme les propriétés suivantes :

Pour tous réela etb strictement positifs :
Ina=Inbsi, et seulementsg=>b
Ina> Inb si, et seulement sg > b

Puisque InE=0:

Pour tout réek strictement positif :
Inx =0 si, et seulement sk,=1
Inx > O si, et seulement sk, > 1
Inx < 0 si, et seulement si, @ x< 1

EXEMPLE
Résoudre danR I'équation In(5—x%) =0
L'équation est définie pour5 x2 > 0. Soit pourx e } —\/5;\/5{

Pour tout réek de I’intervalle] —\/5;\/5[,
ING6-x*)=05-xX¥=1x=4

L’équationx2 = 4 admet deux solutions 2 et 2. Or ces deux solutions sont dans I’interv%iue\/g;\/ﬁ[.
L'ensemble des solutions de I'équatior{3n- x*) = 0 estS= {—2;2}
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2 LIMITES

1. Etude de la limite eA-co
Soit A un réel strictement positif.

PERIEN

- , A .
Comme In2> 0, nous pouvons choisir un entietel quen > —. Soit

nin2>A<1n

In2
2"> A

T®ES

Puisque la fonction In est strictement croissante, pourrtlx de l'intervalle [2"; +oo] :

Inx>mn2">A

Ainsi, Inx peut étre rendu aussi grand que I'on veut a condition de ichossiffisamment grand. D’ou

La fonction In a pour limitetco en+oco : lim Inx = +o0.

X——+00

2. Etude de la limite en 0
1
Pour tout réek > 0, Inx= —1In <;> .

1 : i o . 1 .
Or lim = =+4ooet_lim InX = +o0 donc par composition des |ImlteSO|+Im In (;) = —o0.D'ou
X—

x—0t+ X X—+o00

La fonction In a pour limite-co en 0 : Iirglnx: —00.

X—
L'axe des ordonnées est asymptote a la courbe d’équgtiolm x

3 LE NOMBRE €

La fonction In est continue et strictement croissante|@uroo| et pour tout réek > 1, Inx €]0;4o0|.
D’aprés le théoréme de la valeur intermédiaire, I'équaliion= 1 admet une solution unique notée e.

DEFINITION

Le nombre e est le nombre dont le logarithme népérien eséébalne= 1.

APPLICATION

Pour tout entier relatin,

In€"=nine=n

Pour tout entier relatif, €' est le réel solution de I'équationn=n.

4 COURBE REPRESENTATIVE

Tangentes remarquables

La tangente a la courbe représentative de la fonction |n
au point(1;0) a pour équation :

y=x-1

y=Inx

o
La tangente a la courbe représentative de la fonction In
au point(e; 1) a pour équation :
-1
—1(x e+ls —1x ¢
Y=t Y=t

[N
N+
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5 LIMITES IMPORTANTES

. Inx .
lim — =0 et limxlnx=0.
X—4o00 X Xx—0

Démonstration

1. Un résultat préliminaire Montrons que pour tout ré&l> 1, Inx < x
Soit f la fonction définie sufl;+oo] par f(x) = Inx—x. f est dérivable et pour tout réel> 1,
1-x

f’(x):%—l@ f’(x):T

1—-Xx

Or, pour tout réek > 1, < 0, doncf est décroissante.

D’autre part,f(1) = —1, donc pour tout réel > 1, f(x) < f(1) <O0.
Ainsi, pour tout réek > 1, Inx < x.
Remarque lorsque 0< x < 1, Inx < 0 donc Inx < x

Pour tout réek > 0, Inx < x.
Graphiguement, la courbe représentative de la fonctiostlawdessous de la droite d’équatios x

. Inx
2. Limite en+o0 d67

Nous avons établi que pour tout réel> 1, InX < X.
Pour tout réek > 1, /x> 1 et In\/x > 0. Donc pour tout réet > 1,

1 Inx 2./
Oglnﬁg\/;((:)ogElnxg\/;ui)oglnxgz\/)_(@0<7 VX

. 2X . , nx
Or lim —f = 0 donc d’'aprés le théoréme des gendarmes Lm =0
X—+oo X X—+oo X

Conséquence

, . Inx Inx 1
Pour tout réek > 0 et pour tout entien > 2, — = — x
Xn X anl

. Inx _ 1 . o . Inx
Or, Iim — =0et lim —— =0 donc par produit des limites lim— =0
X—=+o0o X X—+o0 XN—1 X—+o0 XN

3. Limite en 0 dexInx
Le théoréme sur la limite d’un produit de permet pas de caidil‘%xln X.
X—

Pour tout réek > 0, nous avons :

.1 . —InX . o -
Or lim — =+oo et lim ——— = 0 donc par composition des limites lxnx=0
x—0t X X—=+oo X x—0
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IV ETUDE D'UNE FONCTION In(u)

1 DEFINITION

Soitu une fonction définie et strictement positive sur un intdeval
La composée de la fonctiansuivie de la fonction In est notée(m.

EXEMPLE
Soit f la fonction définie sur l'intervallgl;+oo| par f(x) = In (x* — 1).
f estla composée de la fonctiardéfinie sur I'intervallg1; +oo[ paru(x) = x? — 1 suivie de la fonction In.

2 LIMITES

Pour étudier une limite d’'une fonction(im), on utilise le théoréme sur la limite d’'une fonction composé

EXEMPLE
Soit f la fonction définie sur l'intervallgl;+oo| par f(x) = In (x> — 1).

1. lim x*—1=0et limInX = —oo donc par composition des limites lim(x? — 1) = —co
x—1+ X—0 x—1

2. lim x¥*—1=+occet_lim InX = +oo donc par composition des limites linn (x> — 1) = +o0
X——+00 X—+o00 X——+00

3 VARIATIONS

Soitu une fonction définie et strictement positive sur un intdeval
Les fonctionsu et In(u) ont les mémes variations sur

Démonstration

Pour tout réek € I, u(x) > 0. Or la fonction In est strictement croissante §ur-oo|.
D’aprés le théoréme sur les variations des fonctions coégsaset In(u) ont les mémes variations sur

4 DERIVEE

Soitu une fonction dérivable et strictement positive sur un wabe | .
/

, L u
La fonction I(u) est dérivable sur et (Inu)’ = o

Démonstration

La fonctionu est dérivable sur et pour tout réek € I, u(x) > 0. Or la fonction In est dérivable si®;+oco].
Donc la fonction composét = Inu est dérivable sul.
D’aprés la formule de dérivation d’une fonction composée

/
, u

. 1
[ soit f'==xUu==
u u

f'=In'(u)xu
EXEMPLE
Soit f la fonction définie sur l'intervallgl;+oo| par f(x) = In (x* — 1).
La fonctionu définie suij1;+oo| paru(x) = x> — 1 est dérivable et strictement positive &lir+-oo[ ; U/ (X) = 2x.
2X
x2—1

f est dérivable sufl;+oo[ et pour tout réek > 1, f'(x) =

PRIMITIVES

Siu est une fonction dérivable et strictement positive sur teriallel.
/

L u
Une primitive deU surl est Inu.
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EXERCICE 1

Simplifier I'écriture des nombres suivants :

A=1In(16) — 7In(2) +4In(32) + 3In (é) B = 3In(125 — 2In(25) +6In <é>
1 1
C = 8In(v/3) +5In(9) — In (9v/3) 5 3n9—4nV3-Inz
In(v3—1) +1n (v3+1) _ nse ™
E= 2 - In3+In2
G=in(V3+v2)+in(v3-v2) H :zln\/é_sln@
IN5—1n10 3- _In(12) ~In(9)
=T 1
2In (\f2> In <2—7> +In(64)

EXERCICE 2
Démontrer les propriétés suivantes :

1. Pour tout réex > 1, In(x*+x—2) = In(x+2) +In(x—1)

. " 1
2. Pour tout réek strictement positif, Ifx+1) = Inx+In <1+ ;>

. . 1
3. Pour tout réek appartenant a l'intervalle— 2;2[, In\/2 —x+1In 2+x:éln (4—x2)

EXERCICE 3
Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Soitaun réel tel que & a< 1. Comparer laet—Ina.

. . , " 1 1
2. Soita etb deux réels strictement positifs, tels cque: b. Comparer I(%) etin (%) .

. , . . b
3. Soita etb deux réels strictement positifs, montrer qw{l%%) > Inv/ab.

EXERCICE 4

Résoudre les équations suivantes aprés avoir préciséiiigie des valeurs du réepour lesquelles I'équation
est définie.

1. In(1-—2x) =In(x+2)+1In3
2. In(1-x%) =In(2x—1)
3. In(x—2)+In(x+3) =In(3x+2)

1
4. Inv/2x—2=In(4—x) — > Inx
EXERCICE 5

Résoudre les inéquations suivantes :
1. In(x—2) <In(2x+1)

1
2. In(3x+2) >1In <x2+ Z)

2
3. In <l+ ;) <Inx
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EXERCICE 6

Simplifier I'écriture des nombres suivants :

A=In(€) +(¢); B_In—e—m(})' C—In(4ez)+ln<i>' D_In(é))(m_g
a ’ “in(e) e)’ - NI =

EXERCICE 7
Dans chacun des cas suivants, déterminer le plus petit erg@dution de I'inéquation :

3\" 9 \"
n> : < . J— >2: > -
a) 105'>15: b) 092" < 0,75; 0 (1+100> >2: d) 02> <1 100)

EXERCICE 8

1. Actuellement, le taux du livret A d’épargne est égal a 2525

En supposant que ce taux reste inchangé sur le long termeuauléd combien d’années, un capital placé
sur le livret A aura-t-il plus que doublé ?

2. Un capital est placé a intéréts composés au taux annuetodéd bout de combien d’années, ce capital
aura-t-il augmenté d’au moins 80% ?

3. Le gouvernement d’'un pays envisage de baisser I'imp6¥apa& an. Au bout de combien d’années, I'imp6t
aura-t-il baissé de 20% ?

4. D’une année sur l'autre, un produit perd 5% de sa valeubdui de combien d’années ce produit aura-t-il
a perdu plus de 40% de sa valeur initiale ?

5. La population mondiale est passée a 6,9 milliards en 284 un taux de croissance annuel de 1,14% , en
guelle année la population mondiale dépassera-t-elle |ardd ?

EXERCICE 9

1. Résoudre les équations suivantes :

X+ 2 x—1 2
21 b) In =-1; c) 2(Inx 3lnx=2
a) In——==1; ) ] ) 2(Inx)*+
2. Résoudre les inéguations suivantes :
X
a) Inmg—l; b) In(2x+1)—In(x—1) <1; c) (INnx)>—Inx<6

EXERCICE 10

Dans chacun des cas suivants, calculer la déri{ée la fonctionf définie sufj0;+oo] :

1

a) f(x)=xInx—x; b) f(x):ln<)—1(>; C) f(x):m; d) fx)=Inyx; e) f(x)=(nx)>+In(x?)

EXERCICE 11

Dans chacun des cas suivants, étudier les limites aux bdmesn ensemble de définition de la fonctibn
définie surf0;+oo| :

2X+1 2Inx—1 1
a) 0 =3+2-Inx;  b) =10 o f="t d) f =1 —Inx
EXERCICE 12
Existe-t-il un entietM tel que pour tout réet > M, In (x%) > \/X? (Suggestion CalculerHILm In (x2) —VX)

EXERCICE 13

. . - 1
Soit f la fonction définie suj0;+oco[ par f(x) = v Inx
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1. Etudier les limites dé en 0 et ent-oo.
2. On notef’ la dérivée de la fonctiori. Calculerf’(x).
3. Etudier les variations dé.

EXERCICE 14

PARTIE A

Soitg la fonction définie suj0;+oo| parg(x) = 1 —x? — In(x).

1. Calculer la dérivée de la fonctianet étudier son signe. En déduire les variations de la fomgtio
2. Calculerg(1). En déduire le signe dgx) pourx appartenant a l'intervall; +oo].

PARTIE B

, , e In(x) x . .
Soit f la fonction définie suf0;+oo[ par f(x) = ) _ x + 1. On noteCt sa courbe représentative dans un

X 2x 2

repére du plan.

1. a) Calculer la limite dd en 0. Interpréter graphiquement ce résultat.
b) Calculer la limite def en+co.

. . . X .
¢) Montrer que la droit® d’'équationy = —5 + 1 est asymptote a la courlg en+oo.

d) Calculer les coordonnées du paftintersection de la droit® et de la courb€;s.

. < X
2. a) Montrer que pour tout réglappartenant a I'intervall; +oo|, f'(x) = %
b) En déduire le signe d&(x) puis les variations de la fonctioh
3. Tracer la droitd et la courbeCs dans le repére ci-dessous.
y
0 X
i D 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

[REY

N

w

S

(&)

»

EXERCICE 15

, , e Inx . .
Soit f la fonction définie suf0;+oo] par f (x) = 2 On noteCs sa courbe représentative.

1. a) Etudier les limites dé aux bornes son intervalle de définition.
b) La courbeC; admet-elle des asymptotes ?
~ 1-2Inx
X3
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b) Etudier les variations de la fonctidn
3. Donner une équation de la tangemta la courbeCs au point d’abscisse 1.

EXERCICE 16

Soit f la fonction définie sur l'intervallg0 ; +oo[ par f(x) = 2In(x) — > et dont la courbe représentati@e
est donnée ci-dessous.

y
2
1

P —

/, \\
0 ~

2 3 4 5 6 7 8 O~—~10 11 12 13 14 X

~—
1 T~
\\
\\\

/

/
st
I
I

-4

1. Calculer les limites de la fonctiohen 0 et entoo.
2. a) On notef’ la fonction dérivée de la fonctioh. Calculerf’(x).
b) Donner le tableau des variations HieOn précisera la valeur exacte du maximumfde
3. Déterminer une équation de la tangehta la courbeC; au point d’'abscisse 1 et la tracer sur le graphique.
4. Donner le nombre de solutions de I'équatioix) = 0.

5. Application économique.

Une entreprise produit sur commande un article. La prodaoajuotidienne peut varier de 10 a 100 articles.
Le bénéfice réalisé par cette production est modélisé pantdién f de la fagon suivante :

f(x) est le montant, exprimé en milliers d’euros, du bénéficas&alar I'entreprise pour une production de
x dizaines d’articles.

a) Combien d’articles I'entreprise doit-elle produire paur pour réaliser un bénéfice maximum ? Préciser
alors ce bénéfice arrondi & I'euro prés.

b) Combien d’articles I'entreprise doit-elle produire f@ur pour ne pas travailler a perte ?

EXERCICE 17 (D'aprés sujet bac Nouvelle Calédonie 2010
PARTIE A

. . e 1
On considére la fonctiog définie sur1 ; +oo[ parg(x) = Inx— >

1. Etudier les variations dgsur|[1 ; +oo].
2. Résoudre 'équatiog(x) = 0 dans[1 ; +ool.
3. En déduire qug(x) > 0 si et seulement si> \/e.

PARTIE B
On considére la fonctiom définie suff1 ; +oo[ par f(x) = 2x*(Inx— 1) + 2.
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1. Déterminer la limite dé en-+oo.
2. On appellef’ la fonction dérivée de la fonctioh sur I'intervalle[1 ; +ool.

a) Montrer que pour tout nombre réetle I'intervalle[1 ; +oo[, f'(x) = 4xg(X).

b) Etudier le signe dé’(x) sur[1; +oo[ et en déduire le tableau de variationsfdgur [1 ; +oo|.
3. a) Montrer que, dans l'intervall@ ; 3], 'équation f (x) = 0 admet une solution unique notée

b) Déterminer un encadrement d’amplitude ddea.

EXERCICE 18 (D'aprés sujet bac Antilles-Guyanne 2007

La courbe? ci-dessous représente une fonctibdéfinie et dérivable sur l'intervalle=]0;+oo[. On notef’
la fonction dérivée dé sur l'intervallel.
Les axeqOx) et (Oy) sont asymptotes &.

. 1 s .
La courbe? passe par les poiny(1 ; —1) etB (E ; O> et admet une tangente paralléléGx) au pointA.

y

gl

n

w

N

RN

e

2
-

1. En utilisant les données ci-dessus, déterminer sarifigasbn :
a) f(1)etf'(1).
b) lim f(x) et .
) fm 109 et, fm_ 19
c) les solutions de I'inéquation(x) > 0 et les solutions de I'inéquatioff(x) > 0.
_a+ binx

lim f
—+00

2. On admet que, pour tout réetle I'intervallel, f(x) ouaetb sont deux nombres réels.

a) Exprimerf’(x) en fonction des réels etb.

b) Utiliser les résultats de la question 1a. pour montrerajge—1 etb = —1.

c) Retrouver les résultats de la question 1c par le calcul.

EXERCICE 19

On considere la fonctiof définie et dérivable sur 'intervall® ; +oo| telle que pour tout réedde cet intervalle
f(x) = (14Inx)(2—Inx) et dont la courbe représentati@e est donnée ci-dessous.
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a) Résoudre I'équation(x) = 0. Les valeurs exactes sont demandées.
b) Montrer que le signe d&(x) est donné pour tout réel de l'intervall@ ; +oo[ par le tableau suivant :

X 0 1 € +o0
e
| |
Signe def (x) — 0 + 0 -
| |
. Calculer les limites de la fonctiohen 0 et entoo.
1-2In

a) On notef’ la fonction dérivée de la fonctioh. Calculerf’(x) et vérifier quef’(x) =
réelx de l'intervalle]0 ; +oo|.

Inx our tout
x P

b) Etudier les variations d&. On précisera la valeur exacte du maximumfde la valeur exacte depour
laquelle il est atteint.

4. Déterminer une équation de la tangehta la courbeC; au point d’abscisse 1 et la tracer sur le graphique.

a) Donner le nombre de solutions de I'equatigr) = 2.
b) Résoudre danR 'équation(1+X) (2—X) = 2.
¢) En déduire les solutions de I'équatidfx) = 2.

EXERCICE 20 (D’aprés sujet bac Liban 2030

PARTIE A

On considére la fonctio, définie sur l'intervalld0 ; 24 par f(x) = (3€? — x) Inx+ 10.

1.

a) Déterminer la limite dé en O.
b) Calculer la valeur exacte de(ez), puis une valeur approchée ®0 preés.

. Montrer que, pour toutde|0; 20, f'(x) = —Inx+ % — 1 ou f’ désigne la dérivée de la fonctidn

. On admet que la fonction dérivééest strictement décroissante i 20 et que son tableau de variations

est le suivant :
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a) A laide du tableau de variations, donner le signefd&) pourx appartenant a l'intervall{ ; 20.
b) Déterminer le sens de variation de la fonctfosur I'intervalle]0 ; 20 et dresser son tableau de variations
sur cet intervalle.
4. a) Montrer que, sur l'intervallf,6 ; 0,7], I'équation f(x) = 0 posséde une unique solution notéeA la
calculatrice, donner une valeur approchéexde0,001 prés par exces.
b) Démontrer qud (x) est négatif pour tout €]0 ; a| et quef(x) est positif pour touk €]a ; 20].

PARTIE B

Une entreprise produit et vend chaque semainslliers de DVD,x appartenant {0 ; 20.
Le bénéfice réalisé est égaf &) milliers d’euros ouf est la fonction étudiée dans la partie A.
En utilisant les resultats de la partie A :

1. déterminer le nombre minimal de DVD a fabriquer pour quedeéfice soit positif ;

2. déterminer le nombre de DVD a produire pour que le bénéfiteraximal ainsi que la valeur, a 10 euros
pres, de ce bénéfice maximal.

EXERCICE 21 (D'aprés sujet bac Nouvelle Calédonie 2009
PARTIE | : ETUDE D'UNE FONCTION

On considere la fonctiof définie et dérivable sur 'intervall® ; +oo| telle que pour tout réedde cet intervalle
f(x) =5(1—Inx)(Inx— 2) et dont la représentation graphique est donnée en annexe.

1. Résoudre I'équatio(x) = 0. Les valeurs exactes sont demandées.
2. a) Déterminer le signe de I'expressiofi5- X)(X — 2) suivant les valeurs du réx.
b) En déduire que le signe déx) est donné pour tout réel de l'intervall@ ; +oo| par le tableau suivant :

X 0 e 2 +o0
| |
Signe def (x) - 0 + 0 -
| |
3. a) On notef’ la fonction dérivée de la fonctiof.
5(3—2Inx)

Calculerf’(x) et montrer quef’(x) = pour toutx de l'intervalle]0 ; +oo].

b) En déduire les variations de On précisera la valeur exacte du maximumfdet la valeur exacte de
pour laguelle il est atteint.

4. Calculer les limites de la fonctiohen 0 et entoo.

5. Donner le nombre de solutions de I'équatibfx) = 1 puis donner une valeur approchée arrondieCa 0
pres de ces solutions.

PARTIE Il . APPLICATION

Une entreprise fabrique et revend des jouets.
f(x) représente le résultat (bénéfice ou perte) en milliers dequ’elle réalise lorsqu’elle fabriquecentaines
de jouets, pouxr compris entre 1 et 1, désignant la fonction étudiée dans la partie 1.
1. Déterminer, a un jouet prés, les quantités a produire pewas travailler a perte.
Interpréter concrétement le résultat de la question I. Zai@ent le lit-on sur le graphique ?
2. Cette entreprise veut réaliser un bénéfice supérieur @wéd00 euros.
Combien de jouets doit-elle fabriquer ? Justifier la réponse
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EXERCICE 22

, , i 3 1 ) .
Soit f la fonction définie sur suR par f(x) = X In(x2+1) + > On noteC; sa courbe représentative dans
un repére orthogonal.

y L~

o/
/

1. A partir du graphique, quel semble étre :

e

a) le tableau des variations de la fonctibn

b) le nombre de solutions de I'équatidiix) =0 ?
2. Etude de la fonctior.

a) Calculer la limite d& en—oo; on admettra que la limite deen+oo est+co.
32 —10x+3

5x2 +5
c) Donner le tableau des variations de la fonctfon

On calculera les valeurs exactes du minimum et du maximuatifeede f, puis on indiquera dans le
tableau leurs valeurs arrondies & ires.

b) Démontrer que pour tout réel f'(x) =

3. Déterminer le nombre de solutions de I'équatigi) = 0. Donner les valeurs arrondies a 1@reés de ces
solutions.

4. Comparer vos réponses aux questions 1. b) et 3. Expliquer.
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EXERCICE 23

Dans chacun des cas suivants, calculer la primFie la fonctionf qui vérifie la condition donnée.
e 1
1. f est définie sujO;4oco[ par f(x) =1— 2 et F(1) =2.

2. f est définie suj0;+oo| par f(x) =1— % et F(1)=2.

3. f est définie suj0;+oo] par f(x) = 3x? — )—2( etF(1)=-1.

- 21
4. f est définie suf0;+oo| par f(x) = r:((x) etF(e)=0.
e X2 +X—2
5. f est définie suj0;+oo[ par f(x) = —z et F(1) =2.
EXERCICE 24
X2+ 2x+1

Soit f la fonction définie sufl;+oo| par : f(x) = 1

. . ) c
1. Déterminer les réels b etc tels quef (x) = ax+ b+ 1
2. Déterminer la primitivé= de la fonctionf telle queF (2) = 1.

EXERCICE 25

On considére la fonctior définie et dérivable suf;+oco[ dont on donne la représentation graphi@4edans
le repére ci-dessous.

n

w
s

N

[HEY

=

'4/
A c _L—
0 ) > |e3 a | 5 | le—7 8] 9 x
\\
. \ l //
B
T

N

PARTIE A

Dans cette partie , on admet que :

— la courbeC; coupe I'axe des abscisses en deux poinesC;

— la droiteT est tangente eA a la courbeC; ;

— la courbeC; admet une tangente horizontale au p&mt'abscisse e.

1. Avec la précision permise par le graphique, donner lemuvaldef (1), f/(1), et f’(e), ou f’ est la fonction
dérivée def sur]|0;+oo|.
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. Une des trois courbes ci-dessous est la représentatiphigue de la fonctiofi’ et une autre d’une primitive

F de la fonctionf. Déterminer la courbe associée a la fonctiéet celle qui est associée a la fonctien

Courbe C; Courbe C Courbe C3
y y y
T 0 /( A 6 8 | x | ° J
o > A 6 X | _ [\
2 / - (@] ) \\\1 6 8 X
II 4 II )

A
G |

PARTIE B

Dans cette partie, on admet que la fonctioneprésentée ci-dessus est définie pour toutxégdpartenant a
]0;4-00[ par f (x) = (In(x))% = 2In(x)

1.
2.

Résoudre 'équatiof(x) = 0.

a) Etudier la limite d& en+oco.

b) Justifier que I'axe des ordonnées est asymptote a la cogpb&sentative dé.
a) Calculer la dérivé¢’ de la fonctionf.

b) Etudier les variations de la fonctidn

. SoitF la primitive de la fonctionf telle queF(e) = —e. Donner une équation de la tangente a la courbe

représentative de la fonctidhau point d’abscisse e.

EXERCICE 26

Sur la figure ci-dessous, on a tracé la courbe représenGtidaune fonctionf dérivable suiR.

Les pointsE(1;0), A(—1;e) etB(—2;2) sont des points dé;.

La tangente &; enA est paralléle a I'axe des abscisses.

La tangente &; enB passe pa€(—4;0).

La droite d’équatiory = 1 est asymptote @; en —oo.

La fonctionf est strictement croissante guroco; —1] et strictement décroissante $url;+ool.

A
B
C ]
C : E
O -

. a) Donner les valeurs dg—2), f (—1), f (1) ainsi que la limite d&f en—oo.

b) Déterminerf’(—1) et f' (—2)

. Soitg la fonction définie pag(x) = In[f (x)] etl" sa représentation graphique.

a) Déterminer l'intervalld de définition deg . Calculer les limites dg en—co et en 1.
En déduire les asymptotes a la coufben précisant une équation pour chacune d’elles.
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b) Exprimerd (x) a I'aide def(x) et f’(x). En déduire le tableau de variationsgle
c) Déterminelg(—2) etg' (—2), puis une équation de la tangentE au pointB’ d’abscisse-2.

EXERCICE 27

PARTIE A

, , g . x—1
Soit f la fonction définie sur 'intervallé—1;+oo[ par f(x) = 1

1. Déterminer la limite dé¢ en+-oo.
2. On notef’ la dérivée de la fonctior . Calculerf’(x).
3. Etudier le signe dé sur l'intervalle]—1;+ool.

PARTIE B
Soitg la fonction définie pag(x) = In[f(x)] etCq sa représentation graphique.
1. Déterminer l'intervalld de définition deg.
2. Calculer les limites dg en+oo et en 1.
En déduire les asymptotes a la cou@lyeen précisant une équation pour chacune d'elles.
3. Exprimerg/(x). En déduire le tableau de variationsgle
4. Donner une équation de la tangente a la co@goau point d’abscisse 2.

5. Ci-dessous, la courbe représentative de la fonctiatans un repére orthonormal a été tracée. Tracer la
courbeCy dans le méme repere.

y

Ct

1
L

EXERCICE 28 (D’aprés sujet bac La Réunion 2009

La ville de Sirap étudie les flux de sa population et enregjisfnaque annégcentaines de nouveaux résidants
etz centaines de résidants quittant la ville.
Le tableau ci-dessous indique les flux pour cing années :

Année 2000 2002 2004 2006 2007
Rang de I'annéex; 0 2 4 6 7

Nouveaux résidants (en centainey) : 9,71 10,95 10,83 11,95 11,99
Départs de résidants (en centaines) 9,6 11,79 12,63 12,9 13,18

PARTIE A

Pour la série statistiqués;y;) donner une équation de la droite d’ajusteméntley enx, obtenue par la
méthode des moindre carrés (arrondir les coefficients aieoes).
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PARTIE B
Dans toute la suite de I'exercice, on admettra le modeleistaineny = f(x) ety = g(x) avec :

f(x) =0,3x+10 pour la sérigx;y;) et g(x) =In(3x+1)+10 pour la sériéx;z).

Les nuages de points et les courbes représentativeetipsont donnés dans la figure ci-dessous :

y
16 y=0,3x+ 10
/
15 //,/
14 _—
1
13 o — y=In(3x+1)+10
;/
b g —— //
1 //
111/ /’/,/
/
: o Série(X;y)
8 o Série(X; 2)
.

1. En utilisant ces ajustements :

a) Calculer a partir de quelle année le nombre de nouveaidards dépasserait 1400.

b) Calculer a partir de quelle année le nombre de départssitlards dépasserait 1400.
On consideére la fonctiod définie surf0; 20 pard(x) = g(x) — f(x) = In(3x+ 1) — 0,3x. On noted’ la dérivée
ded.

2. Calculerd’(x) et en donner une écriture sous forme d’un quotient. Etudieisgyne et construire le tableau
de variations de la fonctiod.

3. Montrer que I'équatioml(x) = 0 admet une solution unique dans l'intervalle[3;27.
A I'aide d’une calculatrice, donner un encadrementidear deux entiers consécutifs.

4. En considérant ces ajustements et en tenant compte oregueles départs et des arrivées de résidants :

a) En quelle année la ville de Sirap enregistre la plus graadese de sa population ?
Estimer alors cette baisse.

b) A partir de quelle année la ville de Sirap peut-elle préuoie augmentation de sa population ?

EXERCICE 29 (D’aprés sujet bac Centres étrangers 2011
PARTIE A
On considére la fonctio définie sur l'intervalldl = [0 ; g [ par f(x) = In(—2x+ 3) + 2x.

La fonction f est dérivable sur l'intervallé et on notef’ sa fonction dérivée.

1. Etudier la limite def en g

. s . —4x+4
2. a) Montrer que la fonctiofi’ est définie sur I'intervallé par f'(x) = 2x13'

b) Déterminer le signe d&(x) sur l'intervallel et donner le tableau des variationsfde
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3. a) Montrer que, sur l'intervallf®; 1], 'équation f (x) = 1,9 admet une unique solutian.
b) Donner une valeur approchée & i@rés par défaut de.

PARTIE B : Application de la partie A

Une entreprise, fournisseur d’énergie, envisage d'itestah parc d’éoliennes en pleine mer.

L'installation du parc en mer nécessite un cablage coltedéleeat, mais le fait d’éloigner les éoliennes des
turbulences dues aux reliefs de la cote améliore leur readem

On notex la distance en dizaines de kilométres séparant le parc dada c

Pour des raisons techniques, l'installation doit se faieeedeux et douze kilométres de la cote, c’est-a-dire
quonaQ2<x<1.2.

Un service spécialisé, au sein de I'entreprise, arrive addétisation suivante :

Si l'installation se fait & dizaines de kilomeétres de la cote, le bénéfice en centainesllokrs d’euros réalisé,
par année de fonctionnement du parc, est donné (e

1. a) A combien de kilométres de la cote le fournisseur digisedoit-il placer le parc pour que son bénéfice
soit maximal ?

b) Déterminer le bénéfice réalisé, en euros, en placant tedpeette distance.
2. Apartir de quelle distanoede la cote, exprimée en dizaines de kilométres, le bénéfjzasdé-t-il 190 000 euros ?

EXERCICE 30 (D’aprés sujet bac Amérique du Nord 2007

PREMIERE PARTIE

On considéere une fonctiog définie sur I'mtervalle} ~3 ; —l—oo[ parg(x) = —x? 4 ax—In(2x+b), otla eth

sont deux réels.
Calculeraetb pour que la courbe représentativegidans un plan muni d’'un repé(@;i,j) passe par l'origine

N N . . -1
du repére et admette une tangente parallele a I'axe dess#s@u point d’absmssze
DEUXIEME PARTIE

: , e . 1
Soit f la fonction définie sur l'intervall —5 +o0 { par f(x) = —x% +2x—In(2x+1).

On admet qud est dérivable et on notE sa dérivée.
Le tableau de variations de la fonctidrest le suivant :

X —% 0 1 ~+00
signe def’(x) - (I) + (I) -
oo | H
variations def \ / \
0 —00

1. Justifier tous les éléments contenus dans ce tableau.
. . . . . 1
2. a) Montrer que I'équatiorfi(x) = 0 admet une unique solutiandans I’mtervalle{é ; 1] .
b) Donner un encadrement ded’amplitude 10°2.

. . . . 1
3. Déterminer le signe d&(x) sur I’mtervalle] —5i +00 [

EXERCICE 31

Dans chacun des cas suivants, calculer la primFie la fonctionf qui vérifie la condition donnée.
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1. f est définie sulk par f(x) = et F(0) = %

X
X2+ e

- 2 2 1
2. f est définie suﬂ—;+oo[parf (X) = 32 etF(1)=2.

3 3
e x—1
3. f est définie suR par f (x) = 12 et F(0)=In2.
X+3

4. f est définie suf—1;+4oo] par f(x) = 1 et F(1) =In4.

EXERCICE 32 (D’'aprés sujet bac France Métropolitaine Juin 2007

Un laboratoire pharmaceutique produit et commercialisemédicament en poudre. Sa production hebdomadaire,
exprimée en kilogrammes, est limitée a 10 kilogrammes.

PARTIE | : ETUDE DES COUTS HEBDOMADAIRES DE PRODUCTION

1. Le colt marginal de production est fonction de la quartité médicament produit. Une étude a montré que,
pour cette entreprise, I'évolution du col(t marginal de paiihn est modélisée par la foncti€, définie

) . 16 o ,
pour les nombres réebs de l'intervalle [0;10 par Cy(X) = X+ 1 (Cm(x) est exprimé en centaines

d’euros,x en kilogrammes).
Etudier les variations de la foncti@,, puis dresser le tableau de variations de la fond@iqsur I'intervalle
[0;1Q.

2. En économie, le colt marginal de production corresporaddiétivée du codt total de production. Ainsi le
co(t total de production hebdomadaire est modélisé par umétige de la fonctionCy,.
Déterminer la fonctior, primitive de la fonctiorCy, sur I'intervalle [0; 10 qui modélise ce co(t total, pour
une production de médicaments comprise entre 0 et 10 kitoges, sachant qu&0) = 0.

PARTIE Il : ETUDE DU BENEFICE HEBDOMADAIRE .

On admet que le laboratoire produit une quantité hebdomead&u moins 1 kg et que tout ce qui est produit
est vendu. Le bénéfice hebdomadaire (exprimé en centaieesod) dépend de la massgexprimée en
kilogrammes) de médicament produit. Il peut étre modélaélp fonctionB définie sur l'intervalle[1;10
parB(x) = 9x— 0,5x* — 16In(x+ 1).

La représentation graphique de la foncti®dans le plan muni d’un repére orthogonal est la coyfjelonnée
ci-dessous.
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1. a) Onadmet que la fonctiddest strictement croissante sur I'intervalle7] et strictement décroissante sur
I'intervalle [7;10.
En déduire la quantité de médicaments que I'entrepriseptodtuire par semaine pour que son bénéfice
hebdomadaire (en centaines d’euros) soit maximal.
b) Calculer ce bénéfice hebdomadaire maximal en centairesod (arrondir a I'euro).

2. a) Utiliser la courbél") pour déterminer un encadrement d’amplitud® @e la plus petite quantité de
médicaments que I'entreprise doit produire par semaine pepas perdre d’argent.

b) Utiliser la calculatrice pour déterminer une valeur déde dexg approchée au centieme.

EXERCICE 33
PARTIE A

La courbeCs tracée ci-dessous dans un repere orthonormé est la copriéseatative d’'une fonctioh définie
sur l'intervalle] — 1;+o00[ . On désigne paf’ la fonction dérivée dé sur] — 1;+oc0] .

Cely

\
\

AN
~—~

1. Latangente & la courlé& au pointA(1;0) passe par le poirg(0;15) . En déduiref (1) et f/(1).
2. Une des trois courbes ci-dessous est la représentatiphigue d’une primitivé- de la fonctionf.
Déterminer la courbe associée a la fonctian(Justifier

COURBE 1 COURBE 2 COURBE 3
y \[Y y
. // | \ s
\\\ /
0 X \ X
/ ]
0 X /
\
/ N
[
PARTIE B
. . e 3—3x
Pour la suite, on admet que la fonctibrest définie suf— 1;+4oo| par f(x) = Bl
1. Déterminer les limites de la fonctidnen —1 et en+oo. Interpréter graphiqguement les résultats.

2 ax+b
Tx+1 X—x+1

2. Déterminer les réebsetb tels que pour tout réedde l'intervalle] — 1;+o0[ , f(X)
3. SoitF la primitive de la fonctionf telle queF (1) = 2In2.

a) Déterminer une équation de la tangente a la courbe repadise de la fonctiork au point d’abscisse 1.
b) CalculerF(x).

c) Déterminer une équation de la tangente a la courbe repatise de la fonctiorr au point d’abscisse 0.
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| MODELISER UNE EXPERIENCE ALEATOIRE

Une expérience aléatoire est une expérience dont le réesttaoumis au hasard.

1 VOCABULAIRE ET NOTATIONS

L'ensemble de tous les résultats possibles d’'une expé&rialéatoire est 'univers associé a cette expérience
aléatoire. On le not@.
Chacun des résultats de cette expérience aléatoire esvem&lité ou un événement élémentaire.

Remarques

1. Le résultat d’'une expérience aléatoire est défini papBexentateur.

On lance un dé cubique :

— Si on s'intéresse au chiffre inscrit sur la face supérieureévénement élémentaire sera I'un des des
chiffres 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. L'univers associé a cette expégerstQ = {1,2,3,4,5,6}

— Par contre, si on s'intéresse a la parité du chiffre inscnitla face supérieure, un événement élémentaire
sera « pair » ou « impair ». L'univers associé a cette expégiestQ = {pair,impair}

2. L'universQ n’est pas toujours un ensemble fini .

On lance une piéce de monnaie jusqu’a obtenir « face » untaé€sst un mot de longueur finie ou infinie
formé avec les deux lettres P pour « pile » et F pour « face »eXxample, le résultat PPPF signifie qu’on a
lancé quatre fois la piéce, les trois premiers lancers omhéle pile » et le quatriéeme « face ».

Q est 'ensemble des mots de la forme APF, k € IN et du mot de longueur infinie formé avec la lettre P.

k fois

Un évenement associé a une expérience aléatoire est ume gmttuniversQ consituée de I'ensemble des
éveénements élémentaires@eour lesquels on sait si une propriété est vérifiée ou nossué de I'expérienge
aléatoire.

EXEMPLE
Dans le cas d'un lancer de dé cubique, les phrases « le téssiitan multiple de 3 », « le résultat est 6 » et « le
résultat est 7 » définissent trois événements

SoitQ 'univers associé a une expérience aléatdiret B deux événements

— L'événement certain est nof&

— L'événement impossible est naté

— L'événement A ne s’est pas réalisé » est 'événement contraird detéA.

— L'événement « au moins un des éveneméntsi B s’est réalisé » est I'évenemenf«u B » notéAU B.

— L'événement « les événemel£t B se sont réalisés » est I'événementt et B » notéAN B.

— Deux événements qui ne peuvent pas étre réalisés en mépegent incompatibles. On a algks)B = &.
Les événementa et A sont incompatibles.

2 PROBABILITE

LOI DE PROBABILITE

Q désigne un univers deéventualitége; ey, ... e}
Définir une loi de probabilitép sur Q, c’est associer, a chaque événement élémenggiten nombre réel
p(e) = pi de l'intervalle[0; 1], tel que :

n

Zp(a)z pr+p2+--+pn=1
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PROBABILITE D'UN EVENEMENT

SoitQ un univers fini sur lequel est définie une loi de probabilité.

La probabilité d’'un évenemedrt, est le réel not(A) tel que :

~ p(A) €[0;1

— p(A) est la somme des probabilités des évenements eélémentailescqnstituent.

PROPRIETES

SoitQ un univers fini sur lequel est définie une loi de probabilité.

1. La probabilité de I'événement certain est égale p(Q) = 1.

SiA etB sont deux évenements incompatibles afpfd U B) = p(A) + p(B)
Pour tout événement p(A) = 1— p(A).

p(@) =0.

SiAetB sont deux événements§AUB) = p(A) + p(B) — p(ANB)

o~ 0N

EQUIPROBABILITE

" Soit Q un univers fini den éventualités. Si tous les événements élémentaires ontrizeméobabilité c'est &
: . 1 . o
dire, sip(e;) = p(ex) =--- = p(en) = o alors 'univers est dit équiprobable.
On a alors pour tout évenemeft

(A) = nombre de cas favorables card A)
P = ombre de cas possibles card Q)

Notation:
Soit E un ensembile fini, le cardinal denoté cardE) est le nombre d’éléments de 'ensemBle

EXEMPLES

1. On lance deux dés équilibrés. Quel est I'évenement le phisapte A « la somme des nombres obtenus est
égale a 7 » ou B «la somme des nombres obtenus est égale a 8 » ?

Si on s'intéresse a la somme des deux dés, l'univerfest{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} mais il n'y a pas
équiprobabilité car chague événement élémentaire n’aapagine probabilité.

2=1+1alorsque 5=1+40u5=2+3

On se place dans une situation d’équiprobablité en repigseume issue a I'aide d’'un coupla,b) ou a est
le résultat du premier dé btle résultat du second dé. L'univefsassocié a cette expérience est I'ensemble
des couples formés avec les élément§H2,3,4,5,6}.

Les dés étant équilibrés, il y & 6= 36 résultats équiprobables.

1 2 3 4 5 6

1 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
2 2,1) 2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
3 (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
4 4,1) 4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
5 (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
6 6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

s R . 6
L'évenementA est 'ensemble des couples dont la somme des deux termeméste’. D'olp(A) = — = —
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. L . 5
L'événemenB est I'ensemble des couples dont la somme des deux termegaésté8. D'oup(B) = %
L'évenement le plus probable et

2. Quel est le plus petit nombre n de lancers de deux dés pourquelbabilité de I'événement B « obtenir au
moins un double six en langant n fois deux dés » soit supériela probabilité de I'événement A « obtenir

au moins une fois un six en langant deux fois un dé » ?

a) Probabilité de I'événeme#t
Lorsqu’on lance deux fois un dé il y & 6= 36 résultats équiprobables.
L'événementA « obtenir au moins un six » est I'’évenement contraire de Hiéwgent « n’'obtenir aucun
six au cours des deux lancers ».

Or I'événementA est I'ensemble des couples formés avec les éléments, 28,45} .
2

Le nombre d'éléments deest 5 = 25 d'otip (A) = % et

b) Probabilité de I'événemei
Lorsqu'on lance une fois deux dés, il y a 36 couples de rdsuéiquiprobables. La probabilité de

Loy : . 35
I'évenement « ne pas obtenir de double six » \f?él'[

Lorsqlﬂl'on lancen fois deux dés, la probabilité de I'événemdht ne pas obtenir de double six » vaut
35
22\ dou
<36) oi
_ 35\"
B)=1-p(B)=1—( =
p(B) p(B) <36>
Ainsi, n est le plus petit entier tel que
l 3_5 " > E‘ = 3_5 " < 2_5
36 36 36 36
< In 35 ’ <In 2
36 36
< nin 35 <In 2
36 36

25
In <§5>
————% =129 donc est le plus petit entiar> —35\ estn=13
" (3)

36

La probabilité de I'éveénemer « obtenir au moins un double six en lancant 13 fois deux déssupgrieure
a la probabilité de I'évenemeRt« obtenir au moins une fois un six en langant deux fois un dé »
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I PROBABILITES CONDITIONNELLES

PROBABILITES

Te ES

La notion de probabilité conditionnelle intervient quarehgant le déroulement d’une expérience aléatoire,
une information est fournie modifiant ainsi la probabilitérdévénement.

ACTIVITE

La tableau ci-dessous, répertorie les 50 plus grandespeiszs mondiales (en termes de chiffre d’affaires de
2010) selon le classement Fortune Global 500.

ENTREPRISE PAYS BRANCHE ENTREPRISE PAYS BRANCHE
1 | Wal-Mart Stores Etats-Unis Commerce de détail || 26 | Hewlett-Packard Etats-Unis Informatique
2 | Royal Dutch Shell Pays-Bas Pétrole 27 | E.ON Allemagne Energie
3 | Exxon Mobil Etats-Unis Pétrole 28 | Berkshire Hathaway Etats-Unis Assurances
4 | BP Royaume-Uni | Pétrole 29 | GDF Suez France Energie
5 | Toyota Motor Japon Automobile 30 | Daimler Allemagne Automobile
6 | Japan Post Holdings Japon Services 31 | NTT Japon Télécommunications
7 | Sinopec Chine Pétrole 32 | Samsung Corée Technologie
8 | State Grid Chine Electricité 33 | Citigroup Etats-Unis Banque
9 | AXA France Assurances 34 | McKesson Etats-Unis Santé
10 | China National Petroleunm Chine Pétrole 35 | Verizon Communications Etats-Unis Télécommunications
11 | Chevron Etats-Unis Pétrole 36 | Crédit Agricole France Banque
12 | ING Group Pays-Bas Banque/Assurances|| 37 | Banco Santander Espagne Banque
13 | General Electric Etats-Unis Société mixte 38 | General Motors Etats-Unis Automobile
14 | Total France Pétrole 39 | HSBC Holdings Royaume-Uni| Banque
15 | Bank of America Corp. Etats-Unis Banque 40 | Siemens Allemagne Technologie
16 | Volkswagen Allemagne Automobile 41 | American International Groug Etats-Unis Assurances
17 | ConocoPhillips Etats-Unis Pétrole 42 | Lloyds Banking Group Royaume-Uni| Banque
18 | BNP Paribas France Banque 43 | Cardinal Health Etats-Unis Santé
19 | Assicurazioni Generali Italie Assurances 44 | Nestlé Suissé Agroalimentaire
20 | Allianz Allemagne Assurances 45 | CVS Caremark Etats-Unis Santé
21 | AT&T Etats-Unis Télécommunications|| 46 | Wells Fargo Etats-Unis Banque
22 | Carrefour France Commerce de détail || 47 | Hitachi Japon Technologie
23 | Ford Motor Etats-Unis Automobile 48 | 1.B.M Etats-Unis Informatique
24 | ENI Italie Pétrole 49 | Dexia Belgique Banque
25 | J.P. Morgan Chase & Co.| Etats-Unis Banque 50 | Gazprom Russie Pétrole

1. Un étudiant qui souhaite faire un stage, choisi au hassedla ces cinquante entreprises :

a) Quelle est la probabilité de I'évenemdnt« la branche d'activité de cette entreprise est un secteur
financier panque ou assurances ?

b) Quelle estla probabilité de I'événemé&nk I'entreprise a son siege dans un pays de I'Union Européefine

¢) Quelle est la probabilité que la branche d’activité déecentreprise soit un secteur financier et que cette
entreprise ait son siége dans un pays de I'Union Européenne ?

2. Cet étudiant choisi une entreprise dont I'activité ppate est dans un secteur financibarigue ou assurances
a) Quelle est la probabilité que cette entreprise ait sayesians un pays de I'Union Européenne ?

On notepr (E) cette probabilité, vérifier qupg (E) =

p(ENF)

p(F)

b) Quelle est la probabilité que cette entreprise ait sagesiix Etats-Unis ?
3. Cet étudiant choisi une entreprise dont le siége est darmmys de I'Union Européenne. Quelle est la
probabilité que la branche d’activité de cette entrepriseun secteur financieb@ngue ou assurancg?
Comparer avec la probabilité calculée dans la question 2 a
4. Cet étudiant choisi une entreprise dont le siége est aats-Eis. Quelle est la probabilité que la branche
d’activité de cette entreprise soit un secteur finandlanue ou assurance?
Comparer avec la probabilité calculée dans la question 2 b
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1 DEFINITION

SoientA et B deux évenements d’'un méme univers tel gu&) # 0.
La probabilité conditionnelle de I'évenemedBdsachant que I'événemeAtest réalisé se notga(B) eton a:

p(ANB)

PAB) == oa)

Remarque
On note aussp(B|A) la probabilité de I'événemers sachant que I'évenemeAtest réalisé.

FORMULE DES PROBABILITES COMPOSEES

La relation définissant la probabilité conditionnelle pgétrire de la maniére suivante
P(ANB) = pa(B) x p(A)
Cette écriture s'appelle lmrmule des probabilités composées

SoientA et B deux évenements d’'un méme univers tels gu&) # 0 etp(B) # 0. Alors :

P(ANB) = pa(B) x p(A) = pa(A) x p(B)

2 FORMULE DES PROBABILITES TOTALES

CAS DE DEUX EVENEMENTS

SiAest un événement detel quep(A) # 0 et p(A) # 1, alors pour tout évéenemeBtde Q

p(B) = p(ANB) + p(ANB) = pa(B) x p(A) + pa(B) x p(A)

Preuve:
Les événement&n B etANB sont incompatibles & = (AN B)U (AN B) d'ou

p(B) = p(ANB)+ p(ANB) 3

D’aprés la formule des probabilités composées

P(B) = pa(B) x p(A) + pa(B) x p(A)

PARTITION

Soitn un entier supérieur ou égal a 2{&;,A,, ...,As} un ensemble d’évenements de probabilités non nulles
d’un méme univers.
A1, Ao, ..., A, forment une partition de I'univer€) si, et seulement si, tout évenement élémentair€de
appartient a I'un des événemewtset a un seul. C'est a dire si, et seulement si,
1. Pour tous entieriset j tels que I<i <n, 1< j<neti# j, ANAj = 2.

2. MUAU---UA = Q.

Remarques

— Un événemenA de probabilité non nulle et son événement contrAiferment une partition d€.
— Siles événemeni&;, Ay, - - , A, forment une partition d& alors

n

le(ﬂq) =p(A)+p(A2)+--+p(Ay) =1
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FORMULE DES PROBABILITES TOTALES

Soitn un entier supérieur ou égal a 2{#\q, Ay, ..., Ay} est une partition d& alors pour tout événemeBtde
Q,
p(B) = p(ALNB) + p(A2NB) + -+ p(A N B)

Preuve:

Les événementay, Ay, ..., A, forment une partition de I'univer® donc :
- AUAU---UA=Q, dou

B=QnNB=(AiUAU---UA,)NB=(A1NB)U(A,NB)U---U (A NB)
— De plus les évenements, A, ..., A, sont deux a deux incompatibles, c’est a dire pour tous eritier |
telsque IKi<n 1< j<neti#j,ANA =2.
D’ol pour tous entierset j tels que I<i <n, 1< j<neti # j, (ANB)N(A;NB) =@.
On en déquit que

P(B) = p((A1NB)U(A2NB)U---U(AnNB)) = p(ALNB) + p(A2NB) + -+ p(An N B)

3 REPRESENTATION SOUS FORME D’UN ARBRE PONDERE

Une expérience aléatoire peut étre schématisée par unpanléré dont chaque branche est affecté d’'un poids
gui est une probabilité.

pa® R
A
OR Pa(R) R
€ S
p(B) ®
B
Ps(S) S
) o™ T
C
Pc(T) T

— Laracine de I'arbre est l'univei@

— Les évenements qui se trouvent aux extremités des brarssues d’'un méme nosud forment une partition
de I'évenement situé a ce nceud.
Par exemple{A,B,C} est une partition de I'univer® et{SS} est une partition de I'événemeBt

— Un chemin complet qui conduit a un sommet final, représéntersection des événements quile composent.
Par exemple, le chemin dont I'extrémité &steprésente I'événemeAN R.

— Le poids d’'une branche primaire est la probabilité de Pé&rgent qui se trouve a son extrémité.
Le poids d’'une branche secondaire est la probabilité comditlle de I'évenement qui se trouve a son
extrémité sachant que I'événement qui se trouve a son ergghréalisé.
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REGLES

— La somme des probabilités inscrites sur les branchessisBue méme nceud est égale a 1.

— La probabilité d’'un chemin est le produit des probabilfi§arant sur ses branches.

— La probabilité d'un évenement est la somme des probabiigétous les chemins menant a un sommet ou
apparait cet évenement.

PROBABILITES CONDITIONNELLES PROBABILITES COMPOSEES PROBABILITES TOTALES

P(ANB) = pa(B) x p(A) -~ <

~

4 EVENEMENTS INDEPENDANTS

Dire que deux événements sont indépendants signifie qualiaation de I'évenemerB ne modifie pas la
réalisation de I'événement

Les événementa et B sont indépendants pi(ANB) = p(A) x p(B)
Sip(A) # 0 etp(B) # 0 on a les équivalences :

A etB indépendants= pg(A) = p(A) < pa(B) = p(B)

Il VARIABLE ALEATOIRE

Il arrive souvent gu'a chaque résultat d’'une expériencataiee on associe un nombre réel. On définit ainsi une
fonction de l'univers dansR.

Par exemple le gain obtenu a I'occasion d’'un jeu de hasardhoare le temps d’attente d’un bus.
En terminale ES, on ne considére que le ca®ast un univers fini.

Une variable aléatoir® sur un univers finQ2 est une fonction de I'univer® dansRR qui prend un nombre fir
de valeurs.
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1 LOI DE PROBABILITE D ’UNE VARIABLE ALEATOIRE

" SoitX une variable aléatoire définie SO qui prend les valeursy, Xy, ..., X ; on note(X = x;) Iévénement
de Q constitué des issues qui ont pour image le xéphrX.
Lorsque, a chaque valenr, on associe la probabilité de I'événeméXt= x;), notéep(X = x;), on définit une
loi de probabilité sur 'ensemblgxy,xo, . .. X}, appelée la loi de probabilité de la variable aléatdire
On peut la représenter sous forme d’'un tableau de valeurs :

X X1 Xo Xk
PX=X) | pX=x) PX =) P(X = X)

EXEMPLE

Un joueur lance deux dés cubiques équilibrés; si il obtientdauble six alors le joueur gagne H) si la
somme des chiffres est un nombre impair, le joueur gag@eeBsinon le joueur perd €.

— On considére I'expérience aléatoire suivante : on lano@ dés cubiques équilibrés et on fait la somme des
chiffres obtenus.
L'univers de cette expérience &€3t= {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. La loi de probabilité définie suR est :

Issue 2 3 4 S 6 7 8 9 10 11 12
Probabilité 121222823201
3 |36 |36 |36 |36 |36 |36 |36 |36 | 36 |36

- . 1
— L'événementX = 10) est constitué de I'issugl2} doncp(X = 10) = —

36
- . N 2 4 6 4 2 1
L'événement(X = 3) est constitué des issu¢8,5,7,9,11} dou p(X =3)= —+ =+ =+ =+ ===

36 36 36 36 36 2
Orp(X=-5)+p(X=3)+p(X=10) =1; donc

1 1 17
F)(X:—5):1—F’(X:3)—F)(X:10):1—§—§5:§5
D’ou la loi de probabilité dex :
Xi -5 3 10
17 1 1
X = - i Bl
P( %) 36 2 36
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2 ESPERANCE, VARIANCE ET ECART-TYPE

(SoitX une variable aléatoire définie sQr qui prend les valeursy, X, ..., Xk
La loi de probabilité de&X associe & chaque sa probabilitép; = p(X = %)

X X]_ XZ e Xk
P(X =x) P1 P2 Pk

1. On appelle espérance mathématiquX dmtée EX), le réel :

k

2. On appelle variance dé notée \(X), le réel :
k
V(X) = Zi(xi —E(X))*pr = (x— E(X)) x pr+ (%2 = E(X))® x P2+ + (%~ E(X))* x P

3. On appelle écart-type denotéo(X), le réel :

o J

AUTRE FORMULE DE LA VARIANCE

En effet :
k
V(X) = ;(Xi —E(X))*p
k
- _Zi(ppq-2 —2pxE(X) + pE*(X))
a2 k k
(3o¢) g e
= E(X?) — 2E(X) x E(X) + E3(X) x 1
= E(X?) - E4(X)
Remarques

— L'espérance EX) apparait comme la moyenne pondérée (au sens statistiqgamuk) des valeurs affectées
des poidsp;.

— Dans le cas particulier d’un jeu, I'espéranceXest le gain moyen par partie qu’un joueur peut espérer
obtenir s'il joue un grand nombre de fois.
Le signe de EX) permet de savoir si le joueur a plus de chances de gagner quezdte.
Si E(X) =0, on dit que lgeu est équitable
L'écart-type deX permet, lui, d’évaluer le «risque » du jeu : plus I'écarteypst grand plus le risque de
perdre ou de gagner est important.

EXEMPLE

Dans I'exemple précédent, la loi de probabilitéXest :
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Xi -5 3 10
17 1 1
X =X — = =
P X) 36 2 36

— L'espérance mathématique Heest :

17 1 1 7

L'espérance mathématiquéX) < 0 donc le jeu est défavorable au joueur.
Supposons que le joueur joue 60 parties,

.
60x (—~= ) =-35
()

Le joueur risque donc de perdre €5
— Lavariance d&X est :

17 1 1 7\* 2699
V(X)=(-5)?x — +3x = +10* x < 12> a4

— L'écart-type deX est :

IV Lol BINOMIALE
1 EPREUVE DE BERNOULLI

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire dgamtissues, I'une appelée « succes » de probabilité
p et I'autre appelée « échec » de probabijté 1 — p.

2 Lol BINOMIALE

L'expérience aléatoire qui consiste a répéttais une épreuve de Bernoulli de paraméiige fagcon indépendante
est appellée un schéma de Bernoulli.

La loi de probabilité associée au nombre de succés obtencsuasi den épreuves de ce schéma de Bernoulli
est appellée la loi binomiale de paramétest p.

UN EXEMPLE :

On répéte 3 fois une épreuve de Bernoulli successivement fadn indépendante.
La probabilité du succes eptS) = p, la probabilité de I'echec egt(S) = 1— p=q.
L'expérience comporte huit issues, chacune de ces issusspioétre schématisée a l'aide d’'un mot de trois
lettres :
{SSSSSS;SSSSSSSSS; SSS; SSS SSS)

Pour obtenir la loi de probabilité du nombre de succes, ossdrain arbre et compte le nombre d'issues
contennank succes.
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ISSUES
* S Sss
q S SSS
S
p \ * S SSs
q g\
q S SSS
* S SsSs
N, _— o s ss
S
k S SSs
q é\
q S SSS
La loi de probabilité de la loi binomiale de parameétres P est
nombre de succés 0 1 2 3
probabilité p; q® 3xpxo? | 3xpPxq p3

Remarque

T®ES

L'événementA « obtenir au moins un succes » est I'événement contrairéderilemenkE « obtenir trois échecs

consécutifs » d’ou
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EXERCICE 1

Dans une entreprise, on a relevé gu'au cours d’'une année déB8%alariés ont été absents au moins 1 jour;
30% des salariés ont été absents au moins 2 jours ; 15% daésalat été absents au moins 3 jours ; 10% des
salariés ont été absents au moins 4 jours ; 5% des salariésambsents au moins 5 jours.

On choisit au hasard un salarié de cette entreprise. Qugtlla probabilité pour que ce salarié :

1. n’ait jamais été absent au cours de cette année ?
2. ait été absent une seule journée au cours de cette année ?
3. ait été absent au plus 3 jours ?

EXERCICE 2

Une usine fabrigue des articles en grande quantité, dotdicersont défectueux a cause de deux défauts
possibles, un défaut d'assemblage ou un défaut de dimension
Une étude statistique a permis de constater que 12% deesfibriqués sont défectueux, 8% des articles
fabriqués ont un défaut d’assemblage et 6% des articlesjt@s ont un défaut de dimension.
On choisit au hasard un article et on note :

Al'événement : « Un article prélevé au hasard présente uniddfassemblage »;

B I'évenement : « Un article prélevé au hasard présente unidééadimension » ;

A etB les événements contraires respectifs\d B.

1. Grace aux données de I'énoncé :
a) Donner les probabilitég(A) et p(B) ;
b) Traduire par une phrase I'événemént B. Donner la probabilité de I'évenemefitu B.
2. Quelle est la probabilité de I'évenement « un articlegy&lau hasard ne présente aucun défaut » ?
3. Calculer la probabilité de I'événement « un article prélau hasard présente les deux défauts ».
4. Calculer la probabilité de I'événement « un article prélau hasard a au plus un seul défaut ».

EXERCICE 3

Un couple a deux enfants dont une fille. Quelle est la proib@lojle I'autre enfant soit un gargon ?

EXERCICE 4

Une urne contient quatre boules noires et cing boules bémdbn tire successivement et sans remise trois
boules dans l'urne.
Quelle est la probabilité que la premiére boule tirée saihbthe et les deux dernieres noires ?

EXERCICE 5

Un enfant joue avec cing dés cubiques : trois sont équlibréleex sont pipés, il y a une chance sur quatre
d’obtenir un six. L'enfant choisit au hasard un dé et le lance

1. Quelle est la probabilité qu’il obtienne un 6 ?
2. Sachant qu'’il a obtenu un 6, quelle est la probabilitél@itichoisi un dé équilibré ?

EXERCICE 6

Une maladie M affecte les bovins d’'un pays. On a mis au poirtegnpour détecter cette maladie. On estime
que :

— 12 % des bovins ont la maladie M ;

— Quand un bovin est malade, le test est positif dans 95 % des ca

— 98 % des bétes saines ne réagissent pas au test.

On prend un animal de ce troupeau au hasard.
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1. Quelle est la probabilité pour un animal d’étre maladesadgir au test ?
2. On prend un animal au hasard et on lui fait passer le tefieqast la probabilité pour que le test soit positif ?
3. On veut déterminer la fiabilité de ce test. Calculer la philiié :

a) pour un animal d'étre malade si il réagit au test;;

b) pour un animal d’étre sain si il ne réagit pas au test.

EXERCICE 7

Une maladie M affecte les bovins d’'un pays. On a mis au poirteghpour détecter cette maladie. On estime
que :

— 13,5 % des bovins d’'un troupeau sont malades et ont réagsau t

— 1,5% des bovins du troupeau sont malades et n'ont pas réagsig

— 84,8 % des bétes n'ont pas réagi au test.

On prend un animal de ce troupeau au hasard.

1. Calculer la probabilité que le test soit négatif sachamtlganimal n’est pas malade.
2. Calculer la probabilité que I'animal ne soit pas maladdhaat que le test est négatif.

EXERCICE 8

Une maladie M affecte les bovins d’'un pays. On a mis au poirteghpour détecter cette maladie. On estime
que :

— 20 % des bovins d’'un troupeau sont malades ;

— 20,6 % des bovins du troupeau ont eu un test positif ;

— 1% des bovins du troupeau sont malades et n’ont pas réagstau t

On prend un animal de ce troupeau au hasard.

1. Calculer la probabilité que le test soit négatif sachamtlanimal n'est pas malade.
2. Calculer la probabilité que I'animal ne soit pas maladdhanat que le test est négatif.

EXERCICE 9

D’aprés une étude de la direction du tourisme concernamsé¢’mble des résidents Francais :

Est défini comme "voyage" , tout départ du domicile, retouelaieci avec au moins une nuit passée en dehors.
Ces voyages se décomposent en "séjours” de deux sortes :

» Séjours courts définis par le fait d’avoir passé entre uiiteeitrois nuits en lieu fixe ;

» Séjours longs définis par le fait d'avoir passé au moinsrgquatits en lieu fixe.

Le mode d’hébergement d'un séjour peut étre marchand (foatedping, gite etc ...) ou non marchand.
On considére que sur I'ensemble des résidents Frangaisigeffectué au moins un voyage :

— Les séjours courts représentent 55% de I'ensemble dagséjo

— 43% des séjours longs se font en hébergement marchand ;

— 36,4% de I'ensemble des séjours se font en hébergementanarc

On interroge au hasard, un résident Frangais ayant effaatuéyage et on note :

— L : «I'événement la personne a fait un séjour long »;

— M : I'événement « le mode d’hébergement du séjour est marchand

— Al'événement contraire d&.

Tous les résultats des différents calculs seront donnésfeome décimale arrondie au milliéme.

1. Calculer la probabilité que la personne interrogée &caié un séjour long.

2. Représenter la situation par un arbre pondéré.

3. a) Calculer la probabilité que la personne interrogéeftattué un séjour long en hébergement marchand.
b) En déduire la probabilité que la personne interrogédfaitteié un séjour court en hébergement marchand.
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4. Un résident Francais effectue un séjour court, quelldaegrobabilité qu'il choisisse un hébergement
marchand ?

5. On interroge au hasard, un résident Francais ayant amoisébergement non marchand au cours de son
séjour. Quelle est la probabilité que le séjour de cetteopees soit un séjour long ?

EXERCICE 10

Une entreprise fabrique un article dans deux unités de ptimsiunotées A et B. L'unité A, assure 60% de la
production.

On a constaté que :

— 3% des piéces provenant de I'unité A présentent un défafiatbdieation ;
— 8% des piéces provenant de I'unité B présentent un défdabdeation.

1. On préléve un article au hasard, et on note :
— Al'évenement « la piéce provient de l'unité A »;
— Bl'évenement « la piéce provient de l'unité B » ;
— D I'évenement « la piéce présente un défaud¥gvenement contraire.
a) Construire un arbre pondéré décrivant la situation.
b) Calculer la probabilité qu’un article présente un dé&tyirovienne de l'unité A.
¢) Montrer que la probabilité qu’un article présente un déést égale a 0 ,05.
2. Lentreprise envisage de mettre en place un test de derdeces articles avant leur mise en vente. Ce

contrble détecte et élimine 82% des articles défectueuis im@imine également a tort 4% des articles non
défectueux. Les articles non éliminés sont alors mis erevent

On prend au hasard un article fabriqué et on Not&vénement « I'article est mis en vente ».

a) Calculerp(VND) et p(V mﬁ). En déduire que la probabilité qu’un article fabriqué soi$ en vente
aprés contrble est@21.

b) Lentreprise souhaite qu'il y ait moins de 1% des artickendus défectueux. Ce contrble permet-il
d’atteindre cet objectif ?

EXERCICE 11
PARTIE A

Le tableau ci-dessous indique I'évolution des effectifétulliants en CPGE entre les années 2001-2002 et
2009-2010 :

Année 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010

Rang de I'année; 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Effectifsy; 70703 | 72015 | 72053 | 73147 | 74790 | 76160 | 78072 | 80003 | 81135

Source DEPP.

On donne ci-dessous le nuage de points associé a la séisacgiat(x; ; y;).
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y

82 000

80 000

78 000

76 000

74 000

72 000

70 000
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X

Le détail des calculs statistiques a effectuer a la calcidatn’est pas demandé.
1. Déterminer les coordonnées du point mo@de ce nuage. Placer le poi@tdans le repére précédent.
2. Laforme du nuage permet d’envisager un ajustement affine.

a) Alaide de la calculatrice, déterminer une équation dér¢dte (D) d’ajustement dg enx, obtenue par
la méthode des moindres carrés. Les coefficients seromtdisra I'unité.

b) Tracer la droitg D) dans le repere précédent.
3. En supposant que cet ajustement affine reste valable godelix années suivantes, estimer le pourcentage

d’évolution du nombre d’étudiants inscrits en CPGE en 28012 par rapport a 2009-2010.
PARTIE B

Le tableau ci-dessous donne I'origine scolaire des éttglmrant en premiere année de CPGE en 2009-2010
(en pourcentage) ainsi que les effectifs des nouveauxrdgstea premiere année de CPGE en 2009-2010 :

Origine des étudiants en %
Nouveaux entrants
Term. S Term. ES Term. L Autres
Filiere scientifique 95,2 0 0 4.8 23806
Filiere économique et commerciale 47,3 42,2 0,7 9,8 10003
Filiere littéraire 23 21,3 54,9 0,8 6654

Source DEPP.

On choisit au hasard le dossier informatisé d’'un étudiansdialiste des nouveaux entrants en premiére année
de CPGE en 2009-2010 et on note :

— E I'événement : « Le dossier choisi est celui d’'un étudianttdonigine scolaire est la terminale ES » ;

— Cl'événement : « Le dossier choisi est celui d'un étudianted@iere économique et commerciale » ;

— L I'événement : « Le dossier choisi est celui d'un étudiantad@ikre littéraire ».

Les résultats des différents calculs seront donnés sonsfdécimale arrondis au millieme.

1. Calculer les probabilitép(C) et p(L).

2. a) Le dossier choisi est celui d'un étudiant de la filierenémique et commerciale.

Donner la probabilité notéec(E) que ce soit le dossier d’'un étudiant dont l'origine scolast la
terminale ES.

b) Définir par une phrase I'évenemdnin C puis calculer sa probabilité.

3. Montrer que la probabilité de choisir le dossier d'un &ntldont I'origine scolaire est la terminale ES est
0,139. yaleur arrondie au milliéme prégs
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4. Le dossier choisi est celui d'un étudiant dont l'origitelaire est la terminale ES.
Calculer la probabilité que ce soit le dossier d'un étudamta filiere économique et commerciale.

EXERCICE 12

Les deux tableaux ci-dessous sont extraits d’'une étude DERP sur le devenir un an aprés des entrants en
1" année de ¥ cycle universitaire en Droit Sciences Economiques et AES.

TABLEAU 1 : Répartition, par discipline, des nouveaux entrants & I'université a la rentrée 2008

Disciplines

Effectifs

Droit

34 650

Sciences Economiques (hors AES 17 650

AES

9450

Total 61 750

TABLEAU 2 : Devenir, a la rentrée universitaire de 2009, des entrants de 2008 (en %)

Poursuite dans la Réorientation vers Non réinscription a
méme discipline une autre filiére 'université Total
P universitaire
Droit 68,3 9,2 22,5 100
Sciences Economiques (hors AES 59,3 10,3 30,4 100
AES 50,5 14,2 35,3 100

On choisit de maniére aléatoire un étudiant parmi les nawweamtrants de la rentée 2008 dans ces trois

disciplines et on note :

— D I'évenement : « I'étudiant était inscrit en Droit » ;
— E I'événement : « I'étudiant était inscrit en Sciences Ecoigpies » ;
— Al'événement : « I'étudiant était inscrit en AES ».
— Sl'évenement : « I'étudiant poursuit ses études dans la mésaiptine a la rentrée 2009 » ;

— U I'événement : « I'étudiant s’est réorienté vers une autigréiluniversitaire a la rentrée 2009 » ;
— N I'événement : « I'étudiant ne s’est pas réinscrit a I'unsier a la rentrée 2009 ».

1. a) Justifier al'aide des données des tableaux toutesdbalgifités figurant dans I'arbre pondéré ci-dessous :

0,683

i

I\
N
4]

0,593

i

Cnhnz2C uymyzCoum

/

b) Recopier et compléter I'arbre pondéré pour qu'il traddess données de I'expérience aléatoire décrite

dans I'énoncé.

2. a) Calculer la probabilité que I'étudiant choisi se sasicrit en droit a la rentrée 2008 et qu'il poursuive ses
études dans la méme discipline a la rentrée 2009.
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b) Calculer la probabilité de I'évenemest

3. L'étudiant choisi poursuit a la rentrée 2009 ses étudas Baméme discipline qu’en 2008.
Quelle est la probabilité qu'il se soit inscrit en Sciencesiomiques ?
4. Dans cette question, toute trace de recherche, méme inétanplu d’initiative non fructueuse, sera prise
en compte dans I'évaluation.
L'étudiant choisi ne s’est pas réinscrit a I'université adatrée 2009.
Quelle est la probabilité qu'il ait été inscrit en 2008 enegBcies Economiques ?

EXERCICE 13

Un musée propose a la vente trois sortes de billets : un RIR€E pour visiter uniguement les collections
permanentes ; un billet & & pour visiter uniqguement I'exposition temporaire ou unebid 13€ pour visiter
les collections permanentes et I'exposition temporaires@it que :

— 60% des visiteurs visitent I'exposition temporaire.

— 45% des visiteurs achétent un billet a€1

1. Etablir la loi de probabilité associée au prix d’un billet

2. Quelle est la recette quotidienne que peut espérer ceersliggnombre de visiteurs par jour est en moyenne
de 20 000 ?

EXERCICE 14

Un casino d’organiser un jeu de dés. La mise du joueur poticjper a ce jeu est deeuros, ensuite, le joueur
lance deux dés et gagne en euros, le double de la somme dedéteux

En supposant que ce jeu ait du succes, quel doit étre le mioniiaimal de la mise du joueur pour que le casino
ne perde pas d’argent ?

EXERCICE 15 (D’aprés sujet bac La Réunion 2007
Un domino est une petite plaque partagée en deux parties. —_—
Sur chacune des parties figure une série de points. ¢ *

Il peut y avoir de zéro & six points dans une série. ° P

Un jeu de dominos comporte 28 dominos, tous différents. —
Lors d'une féte, on propose le jeu suivant : o o

— le joueur tire au hasard un domino parmi les 28 dominos du jeu

— il gagne, en euros, la somme des points figurant sur le dotinéno e o

On suppose que tous les dominos du jeu ont la méme probabéit@ tirés

1. Etablir la loi de probabilité des gains possibles.

2. Lejoueur doit miser £ avant de tirer un domino. En se fondant sur le calcul desgimitités, peut-il espérer
récupérer ses mises a l'issue d'un grand nombre de parties ?

EXERCICE 16 (D’'aprés sujet bac Polynésie 2005

Une urne contient des jetons bleus, des jetons blancs et¢tes jrouges.

10% des jetons sont bleus et il y a trois fois plus de jetonsdslgue de jetons bleus.
Un joueur tire un jeton au hasard.

S’il est rouge, il remporte le gain de base.

S'il est blanc, il remporte le carré du gain de base.

S’il est bleu, il perd le cube du gain de base.

1. On suppose que le gain de base est 2 euros.

a) Déterminer la loi de probabilité sur I'ensemble des téssipossibles.
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b) Calculer le gain moyen que I'on peut espérer réaliser sigrand nombre de tirages.

2. On cherche a déterminer la valegrdu gain de base, telle que le gain moyen réalisé sur un grantineo
de tirages soit maximal. Le résultat sera arrondi au centiiegro.

Soitx le gain de base en euros.

a) Montrer que le probléme posé revient a étudier les évienaxtremums de la fonctiofi définie sur
[0; +oof par
f(x) = —0,1x + 0,3x* + 0,6x

b) On désigne paf’ la fonction dérivée dé sur l'intervalle[0 ; +oo|. Déterminerf’(x).
¢) En déduire le sens de variation flsur[0 ; +ool.
d) Conclure sur le probléme posé.

EXERCICE 17 (D’aprés sujet bac Centres étrangers 2011

Un producteur de fruits rouges propose en vente directerdatbbises, des groseilles et des myrtilles.

Le client peut acheter, soit des barquettes de fruits a tggsit des barquettes de fruits a confiture.

Le producteur a remarqué que, parmi ses clients, 9 sur 1@esthae barquette de fruits a confiture. Lorsqu’un
client achéte une barquette de fruits a confiture, la prdiEabu’il demande une barquette de myrtilles est de
0,3 et la probabilité qu’'il demande une barquette de grosedltd de (5.

Lorsqu’un client achéte une barquette de fruits a dégubtex,demande jamais des groseilles et demande des
framboises dans 60 % des cas.

Un client achéte une barquette. On notera :

— C I'évenement « le client achéte une barquette de fruitsfitace »,

— FI'événement «le client demande des framboises »,

— G I'événement « le client demande des groseilles »,

M I'événement « le client demande des myrtilles ».

1. Reporter sur I'arbre donné ci-dessous, les donnéesmmié.
/ M
G
/ M
C \
F

On pourra compléter I'arbre avec les réponses obtenuedaetagaestions suivantes.

2. a) Calculer la probabilité que le client demande des fasals sachant gu'il achéte une barquette de fruits
a confiture.

b) Le client achéte une barquette de fruits a déguster ;aastlla probabilité qu’il demande des myrtilles ?
3. Montrer que la probabilité que le client achéte une batguke framboises est égale 240.

4. Le client achéte une barquette de framboises. Quella gsbbabilité que ce soit une barquette de fruits a
confiture ?

5. Le producteur vend 5 euros la barquette de fruits a coefiguel que soit le fruit, 2 euros la barquette de
framboises a déguster et 3 euros la barquette de myrtilléguaster ;

>
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a) On note les valeurs possibles, en euros, du gain du producteur pgudtte vendue g leur probabilité.
Recopier et compléter le tableau suivant donnant la loi duda producteur par barquette vendue.

On justifiera les réponses.

Valeur :x; 5 2 3

Probabilité associéep

b) Calculer I'espérance de cette loi de probabilité.
c) Déterminer le gain en euros que le producteur peut espéuerl50 barquettes vendues ?

EXERCICE 18 (D’aprés sujet bac Polynésie Septembre 2011

Dans une ville, une enquéte portant sur les habitudes deagegmren matiére d'écologie a donné les résultats
suivants :

— 70 % des ménages pratiquent le tri sélectif ;

— parmi les ménages pratiquant le tri sélectif, 40 % consamiahes produits bio;

— parmi les ménages ne pratiquant pas le tri sélectif, 10 %anoment des produits bio.

On choisit un ménage au hasard (tous les ménages ayant lapnépabilité d'étre choisis) et on note :

T I'événement « le ménage pratique le tri sélectif ¥ sbn événement contraire ;

B I'événement « le ménage consomme des produits bid®sen événement contraire.

Les résultats seront donnés sous forme décimale

1. a) Donner sans justification la probabilpé¢T) de I'événement T.
b) Donner sans justificatiopr (B) et pr(B)
2. Représenter la situation a I'aide d’'un arbre pondéré.

3. a) Calculer la probabilité de I'évenement : «le ménagéique le tri sélectif et consomme des produits
bio ».

b) Montrer que la probabilité que le ménage consomme desijpsduio est égale a 0,31.

4. Calculer la probabilité que le ménage pratique le trickélsachant qu’il consomme des produits bio (le
résultat sera donné sous forme décimale arrondie au ce)tiém

5. Les événements T et B sont-ils indépendants ? Justifier.
6. Calculer la probabilité de I'événementUB puis interpréter ce résultat.

7. Cette ville décide de valoriser les ménages ayant un cdement éco-citoyen. Pour cela, elle donne chaque
année un chéque de #Maux ménages qui pratiquent le tri sélectif et un chéque d& 40x ménages qui
consomment des produits bio sur présentation de justfiqddis deux montants peuvent étre cumulés).

Soit S la somme d’argent regue par un ménage.

a) Quelles sont les différentes valeurs que peut prendr@i®Pdttend pas de justification).
b) Donner la loi de probabilité de S.

¢) Calculer I'espérance mathématique de cette loi et irdézp ce résultat.

EXERCICE 19 (D’'aprés sujet bac Pondichéry 20)L1

Un restaurant propose a sa carte deux types de dessert :

— un assortiment de macarons, choisi par 50 % des clients ;

— une part de tarte tatin, choisie par 30 % des clients.

20 % des clients ne prennent pas de dessert et aucun cliereneeglusieurs desserts.

Le restaurateur a remarqué que :
— parmi les clients ayant pris un assortiment de macaror¥% @@&nnent un café ;
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— parmi les clients ayant pris une part de tarte tatin, 60 %@t un café ;
— parmi les clients n'ayant pas pris de dessert, 90 % prenmeoafé.

On interroge au hasard un client de ce restaurant. Onmiat@robabilité associée a cette expérience aléatoire.

On note :

— M I'événement : « Le client prend un assortiment de macarons » ;

— T I'éveénement : « Le client prend une part de tarte tatin »;

— PIl'événement : « Le client ne prend pas de dessert »;

— Cl'événement : « Le client prend un café »@Févénement contraire de.

1. En utilisant les données de I'énoncé, préciser la valeypx ™) et celle dePr (C), probabilité de I'événement
C sachant qué@ est réalisé.

2. Recopier et compléter I'arbre ci-dessous :

05 ¢

T/c
S ———¢

/C
P\_
C
3. a) Exprimer par une phrase ce que représente I'événdvhe puis calculepp(M NC).
b) Montrer quep(C) = 0,76.
4. Quelle est la probabilité que le client prenne un asseritrde macarons sachant qu'’il prend un caféf (
donnera le résultat arrondi au centiéjne
5. Un assortiment de macarons est vendi, @ine part de tarte tatin est vendu€7et un café est vendu®.
Chagque client prend un plat (et un seul) au prix unique d€ 18e prend pas plus d’'un dessert ni plus d’'un
café.
a) Quelles sont les six valeurs possibles pour la sommetdégdensée par un client ?
b) Reproduire et compléter le tableau ci-dessous donndmitde probabilité de la somme totale dépensée

par un client :
Sommess 18 20 24
p(s) 0,02

c) Calculer I'espérance mathématique de cette loi et irdégp ce résultat.

EXERCICE 20

A l'occasion de la féte du cinéma, le service de publiciténdjuotidien propose chaque jour la possibilité de
gagner une place de cinéma sous forme de cartes a gratter.

Dans 13% des journaux mis en vente on trouve une carte gagnant

Quelle est la probabilité, arrondie au centiéme, qu’'umtligii a acheté pendant cing jours ce quotidien gagne
au moins une place de cinéma ?

EXERCICE 21

Un atelier produit des piéces, dont certaines sont défestsea cause de deux défauts possibles, le défaut A et
le défaut B, a I'exclusion de tout autre défaut.

On a constaté que, parmi les piéces produites, 28 % ont latd&f27 % ont le défaut B, et 10 % ont les deux
défauts.
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1. On choisit au hasard une des piéces produites. Quelle gsthabilité de tomber sur une piéce défectueuse ?
2. On admet que 80 % des pieces qui n'ont qu’un seul des deautdéfont réparables, et que 40 % des piéces
qui ont les deux défauts sont réparables. On choisit une piédasard et on note :

— D; I'événement : " La piece a un seul défaut ";
— D, I'événement : " La piece a deux défauts" ;
— RI'évenement : " La piéce est réparable ".

a) Montrer que la probabilité de 'évenement : " La piéce sigoest réparable " es(R) = 0,32.

b) Sachant que la piéce choisie est réparable, détermipeohabilité qu’elle n'ait qu'un seul défaut.

¢) On choisit au hasard successivement cing piéces. On seigp@ le nombre de piéces est suffisamment
important pour que ces tirages s’effectuent dans des ¢onslidentiques et de maniére indépendante.
Calculer la probabilité pour que, sur les 5 pieces choisiesnoins une piece soit réparable.

EXERCICE 22

Un organisme a chargé un centre d’appel de démarcher desgiatentiels. On a constaté que 15% des clients
contactés donnent suite a la demande et acceptent un regez-

On contacten clients de cet organisme d’une fagon indépendante et onpadgeprobabilité qu’au moins un
des clients contactés accepte un rendez-vous.

1. Dans le cas on = 3, calculer la probabilité qu’aucun des trois clients cotita n'accepte un rendez-vous,
puis en déduires.

2. Quel est le nombre minimal de clients & démarcher pour guerdbabilité qu'au moins un des clients
contactés accepte un rendez-vous soit supérieure a 0,99 ?

EXERCICE 23

D’aprés une étude réalisée par le CNC (centre national dadanatographie) :

— les films récents sortis dans I'année représentent 92,5%rdetes de I'ensemble des films exploités ;
— les films recommandés « Art et Essai » totalisent 21,3% deSe=

— 80,7% des entrées des films « Art et Essai » sont des films daris I'année.

On choisit au hasard un spectateur a la sortie d'un cinéma et :
A I'événement « le spectateur a vu un film Art et Essai » ;
R: I'événement « le spectateur a vu un film récent sorti damséa ».

Les résultats seront donnés sous forme décimale, évaarhezit arrondis au millieme

1. Montrer que la probabilité que le spectateur choisi a viilomk Art et Essai» sorti dans I'année est égale
ao0,172.

2. Le spectateur choisi n'a pas vu un film « Art et Essai », guedit la probabilité que ce soit un film récent
sorti dans I'année ?

3. Le spectateur choisi a vu un film récent sorti dans I'angéelle est la probabilité que ce soit un film
recommandé « Art et Essai » ?

4. Oninterroge au hasard et de facon indépendasfectateurs a la sortie de différentes salles de cinéma.

Calculer le nombre minimal de spectateurs qu’il faut irdgar pour que la probabilité qu'au moins un
d’entre n'a pas vu un film récent sorti dans I'année soit Sapés a 0,5.

EXERCICE 24

Dans cet exercice, les résultats seront éventuellemeoidisra 102 pres.

Une étude sur la fréquentation d’'une salle de spectaclenaipdiétablir les résultats suivants :
— 60 % des spectateurs possedent un abonnement ;

— parmi les spectateurs ne possédant pas d’abonnement, @6&& anfluencé par une critique ;
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— 24 % des spectateurs, possédent un abonnement et ontég@défipar une critique.

A la sortie d’un spectacle, on choisit un spectateur au bastaon note :
— Al'événement : « le spectateur posséde un abonnement »;
— Cl'événement : « le spectateur a été influencé par une critique

1. a) Grace aux données de I'énonce, donner les probalsilitéantesp(A), p(ANC) et pz(C).
b) Calculerpa(C).
2. Démontrer que la probabilité de I'évenem€rgst 0,54.

3. Le spectateur choisi n'a pas été influencé par une critmuedle est la probabilité que ce soit un spectateur
possédant un abonnement ?

4. On choisit successivement au hasard et de maniére indiptertrois spectateurs.
Quelle est la probabilité qu’il y en ait au plus deux ayant bormement ?

EXERCICE 25

Une entreprise fabrique un composant pour ordinateur amgrguantité. Une étude statistique a permis de
constater que 5 composants sur mille sortant de son usiheléf@ttueux.
L'entreprise décide de mettre en place un test de fiabilitéedearticles avant leur mise en vente.
Parmi les composants en parfait état, 94% réussissent & f@Eami ceux défectueux, seulement 2% réussissent
le test.
On choisit un composant au hasard et on considére les évatesugvants :

D «le composant est défectueux »;

T «le composant passe le test avec succes » ;

Dans cet exercice, les résultats seront éventuellemeonidisra 104 prés.

Quelle est la probabilité qu’un composant soit défectuetgu’il ne réussisse pas le test ?
Montrer que la probabilité qu’un composant ne réussiasdeptest est égale a 0,0646.
Quelle est la probabilité qu’un composant n'ayant pasébestest avec succés soit défectueux ?

w0 dPE

On préléve au hasard trois composants qui n'ont pas pagsst lavec succes, on suppose que le nombre de
composants est suffisamment grand pour considérer cepiéddvements comme étant indépendants.

Quelle est la probabilité qu’un composant au moins ne saitgéectueux ?

EXERCICE 26

Une entreprise fabrique des articles en grande quantité.
Une étude statistique a permis de constater que 10% ddssftibriqués sont défectueux.

Dans cet exercice, toutes les valeurs approchées desatsdimandés seront arrondies au millieme.
PREMIERE PARTIE
On préléve au hasard trois articles et on considére cesar@isvements comme étant indépendants.

1. Calculer la probabilité qu'un seul des trois articles sans défaut.
2. Calculer la probabilité gu’au moins un des trois articde# sans défaut.

DEUXIEME PARTIE

Les articles fabriqués peuvent présenter au maximum ddaxtdénotés etb. On note :
Al'événement : « Un article prélevé au hasard présente leidafs;
B I'événement : « Un article prélevé au hasard présente laitiéfa;
AetB les événements contraires respectifsias B.

On donne les probabilités suivantgg(A) = 0,05 ; p(B) = 0,06.
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1. Quelle est la probabilité de I'événement « un articlegu&lau hasard ne présente aucun défaut » ?
2. Calculer la probabilité de I'événement « un article prélau hasard présente les deux défauts ».

3. On préléve au hasard un article parmi ceux qui préseraatéfauta. Calculer la probabilité que cet article
présente également le défduit

4. Les événement& et B sont-ils indépendants ? Justifier la réponse.

5. Un article sans défaut est vendu a€£5@0n article qui présente seulement le défaeist vendu avec une
remise de 30%, un article qui présente seulement le dbfesit vendu avec une remise de 40% et un article
qui a les deux défauts n’est pas vendu.

a) Etablir la loi de probabilité du prix de vente en eurosgnotd’un article.
b) Quel chiffre d’affaires I'entreprise peut-elle espéialiser sur la vente de 1000 articles ?

EXERCICE 27

Un énoncé contient 3 coquilles. A chaque relecture la prititsalde détection d’une erreur ayant subsisté est
de 0,8.

1. Etablir la loi de probabilité du nombre de coquilles quisistent aprés la premiére relecture.
2. Apres une deuxiéme relecture, quelle est la probabilitié gubsiste encore au moins une erreur ?

EXERCICE 28

A l'occasion d’une kermesse, I'organisateur d’une lotaispose d’une part d’un sac contenant un jeton rouge
et neuf jetons blancs indiscernables au toucher et d’aaredtun dé cubique équilibré dont les faces sont
numérotées de 1 a 6. Il décide des regles suivantes pourdaeldérent d’une partie.

Le joueur doit tirer un jeton puis jeter le dé :

— sile jeton est rouge, le joueur gagne lorsque le jet du daelan nombre pair ;

— sile jeton est blanc, le joueur gagne lorsque le jet du dé&én

A la fin de la partie, le jeton est remis dans le sac.

On noteR I'événement « le jeton tiré est rouge »@&t'événement « le joueur gagne la partie ».

PARTIE A

1. Recopier et compléter I'arbre probabiliste modélisargifuation :

. Calculer la probabilité de tirer un jeton rouge et de gat¢mpatrtie.

. Montrer que la probabilité de gagner une partie a cetégifgtest égale a 0,2.

. Un joueur perd la partie, quelle est la probabilité quititiaé le jeton rouge ?

. Un joueur fait trois parties de facon indépendante. Gaida probabilité qu’il gagne une seule partie.

o O A WDN

. Quel nombre minimal de parties un joueur doit-il faire pgue la probabilité de gagner au moins une partie
soit supérieure a 0,95 ?

PARTIE B

Chaque joueur paie 1,20 par partie. Si le joueur gagne la partie, il recoit un borck& d’'une valeur de €,

s'il perd la partie, il ne regoit rien.

1. On noteX le gain algébriquepositif ou négatij de I'organisateur de la loterie a I'issue d’une partie.
Quelles valeurs peut prendxe?
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2.

Proposer, en expliquant votre démarche, une estimationahtant en euros, du bénéfice que peut espérer
obtenir I'organisateur si 300 parties ont été jouées.

EXERCICE 29 (D’aprés sujet bac Antilles Guyanne 2011

Dans chaque programme de construction proposé par un grastiucteur immobilier, les acquéreurs doivent
choisir entre la pose de moquette, de carrelage ou de stfiglasur revétir le sol du salon. Pour le revétement
des murs du salon, ils ont le choix entre peinture ou papiet.pe

Le recueil des choix des acquéreurs par I'entreprise damesbultats suivants :

20 % ont choisi la moquette ;
50 % ont choisi le carrelage ;
les autres acquéreurs ont choisi la pose de sol plastifié.

Parmi les acquéreurs ayant choisi la moquette, 46 % cheiits papier peint pour le revétement des murs.
Parmi les acquéreurs ayant choisi le carrelage, 52 % cheidige papier peint pour le revétement des murs.
42,7 % des acquéreurs ont choisi le papier peint pour leamaitt des murs.

On interroge au hasard un acquéreur de logement construiefia entreprise.
On considére les événements suivants :

M I'événement : « 'acquéreur a choisi la pose de moquette »;

C I'événement : « I'acquéreur a choisi la pose de carrelage »;

Sl'événement : « I'acquéreur a choisi la pose de sol plastifié »

P I'évenement : « I'acquéreur a choisi la pose de papier peint »

P I'’événement contraire d, correspondant a : « 'acquéreur a choisi la peinture ».

Les résultats seront donnés sous forme décimale, et ag@ndmilliéeme

1.

Représenter la situation a I'aide d’'un arbre pondérésepa complété tout au long de I'exercice.

2. a) Décrire I'évenemeril N P.

b) Calculer la probabilitp(M N P).

a) Montrer que la probabilité que I'acquéreur ait chagpbse de sol plastifié et de papier peint est égale a
0,075.

b) L'acquéreur a choisi le sol plastifié. Calculer la proligbgu’il ait choisi le papier peint.

On interroge au hasard et de facon indépendante troigeegs parmi tous les clients du constructeur.
a) Calculer la probabilité, notgs, gu’au moins un des trois acquéreurs ait choisi le papiertpei

b) Calculer la probabilité, notée, gu’exactement deux des trois acquéreurs aient choisipieipgeint.
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AIRE ET PRIMITIVE

Le plan est muni d’un repére orthonorré@;f,f)d’unité graphique 1 cma etb sont deux réels tels que< b.
Dans chaque cas, on considere une foncfiai&finie et positive sur 'intervallés; b].

¢ désigne la courbe représentative de la foncfiaans le repér&{O;T,T) et 2+ le domaine compris entre la
courbe%%, I'axe des abscisses et les droites d'équatiena etx = b.

1. Fonction constante
Soitc un réel positif.f est la fonction définie suR par f(x) = c. y L

a) Exprimer en fonction da et deb I'aire en cnf du domaineZ;.

@

b) Déterminer une primitiv€ de f sur[a;b]. e

c) CalculerF(b) — F(a). Que constate-t-on ?

2. Fonction affine
f est une fonction affine définie sl par f(x) = mx4+poumetp [y

sont des réels fixés avaetnon nul. f est supposée positive sat b. R s R S S f;,jf
a) Exprimer en fonction da et deb I'aire en cn? du domaineZs. L —T

b) Déterminer une primitivé de f sur[a;b]. TV Dt

c) CalculerF(b) — F(a). Que constate-t-on ? o T T x

ETUDE D’'UNE FONCTION EN ESCALIER

Supposons que le salaire net mensuel d’un individu évolumars d’'une année de la fagon suivante :

Au 1°" janvier son salaire initial est de 20&0) au £ juillet, suite a un changement de statut, il bénéficie d’'une
augmentation de 30 % puis a partir du 16 septembre d'une antgtitn de 40CE.

Le salaire percu a la fin de chaque mois tient compte du nonibesi@s travaillées. L'évolution du revenu,
exprimé en milliers d’euros, peut étre modélisée par latfond définie sur l'intervall€l0; 12 par :

site[0;6], f(t) =2

sit €]6;85], f(t) =2x1,3=26

sit €]8,5;12, f(t)=2,6+04=3

. On dit quef est une fonction en escalier. La représentation graphiquee la fonctionf est :

=

2
O

N

[uEy

0 1 2 3 A 5 6 7 8 9 10 11 12

2. NotonsR le montant en milliers d’euros du revenu annuel.

a) Le revenu de cet individu est de 2080pendant 6 mois puis de 26@D pendant 2,5 mois et de 30&D
pendant 3,5 mois. Soit exprimé en milliers d’euros

R=2x6+2,6x25+3x35=29

b) Le nombreA qui mesure le montant en milliers d’euros du revenu annugt @iee obtenu a partir de la
définition de la fonctionf

A=2x(6—0)+26x (85—6)+3x (12—85) =29
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On dit queA est I'intégrale de la fonctiori sur I'intervalle[0; 12 et on note

12
A= /0 F(t)ct

3. Interprétation graphique :

Sion prend comme unité d’aire I'aire du carré formé par legsrdes deux axes, I'aire du domaigredéfini
par la courbes’; représentative de la fonctiohn I'axe des abscisses et les droites d’équatien0 etx = 12
est égale a la somme des aires des trois rectadgjleg» et 73

w

N

[uEy
[

QD

0 1 2 3 A 5

6 7 8 9 10 11 12

Aire (1) =6x2=12, Aire(%2») =2,5x 2,6 = 6,5 et Aire(Z3) = 3,5x 3= 105.
12

Aire(.@):/o £(t)dt = 29

L'aire du domaineZ est indépendante de la subdivision choisie.
On obtiendrait le méme résultat avec un découpag®@ ée 24 rectangles de largeur 0,5.
4. Propriétés de l'intégrale

a) Silerevenu d'un individu modélisé par la fonctibrest multiplié par un nombr il serait modélisé par
la fonctionk f et le nombre qui mesure son revenu annuel serait aussi treufigrk :

/olzorf(t)dt _ a/lzf(t)dt

0

b) Supposons que dans un couple, les fonctiares f, modélisent le revenu de chacune des deux personnes.
Le revenu de ce couple est modélisé par la fonction sorfimef; et le revenu annuel de ce couple est
égal a la somme des deux revenus annuels :

/Olz(f1+ f2) (t)ct :/12 fl(t)dt+/(;12 fo(t)clt

0

c) Découper I'année en deux périodes consécutives revigamtager l'intervallg0; 12 en deux intervalles
adjacents par exemp|@; 6] et [6;12. Le revenu annuel est égal a la somme des revenus de chaaine de
deux périodes :

12 6 12
/0 f(x)dx:/o f(x)dx+/6 f(x)dx 8.1)

/Glzf(x)dx:/olzf(x)dx—/on(x)dx

6
f(x)dx = — / f(x)dx, on retrouve la propriété précédente (1)
0

12 0 12
/6 f(x)dx:/6 f(x)dx+/0 f(x)cx

D’ou

0

Soiten posan}/
6

A. YALLOUZ (MATH@ES) 110


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée Camille SEE )
Année 2011-2012 CALCUL INTEGRAL Te ES

| INTEGRALE D’'UNE FONCTION

1 DEFINITION

' Soit f une fonction définie sur un intervallede R, admettant des primitives sur cet intervalle.
a etb deux réels appartenant getF une primitive def surl.

b
On appelle intégrale deab de f le nombre réel, not?f f(x)dx, égal aF (b) — F(a). Ainsi :
a

/bf(x)dx: F(b)—F(a)

REMARQUES

b
— On dit quea etb sont les bornes de l'intégrale f(x)dx
a

b
- / £ (x)dx se lit aussi « somme deab de f (x)dx ».
a

b
La différenceF (b) — F(a) se note[F (x)} . Ainsi,
a

b

b
/af(x)dx:[F(x)] — F(b)—F(a)

a

La variable peut étre indifférementx, y... On dit que c’est une variabfauette

/b F(x)dx = /b F(t)dt = /b f(u)du = F (b) — F(a)

Le choix de la primitive= n’influe pas sur la valeur de l'intégrale.
En effet, siG est une autre primitive dé surl, il existe un réet tel queG(x) = F(x) +cd'ou

G(b) - G(a) = (F(b) +-¢) — (F(a) + ¢) = F(b) - F(a)

EXEMPLE
o € 1 e
Soit a calculer X——+ = dx
1 X X

I . s , 1 e . i
Une primitive de la fonctiorf définie sur l'intervalle]1; € par f(x) = x— ™ + 2 est la fonctionF définie sur

2
: e ., .
lintervalle [1;¢ parF(x) = XE —In(x) — ™ D’ou

e 1
€? 1
——_—1-1-Z+e
2 2t
& 5
2 2

REMARQUE :

On a admis que si est une fonction continue sur un intervallealors f admet des primitives sur
Dans le cadre du programme de terminale ES, on étudierédtiale d’'une fonction continue sur un intervalle.
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2 INTERPRETATION GRAPHIQUE

Soit <Of,f) un repére orthogonal du plan.
L'unité d’'aire (u.a) est I'aire du rectangle unitai@JK avecl (0;1), J(0;1) etK(1;1).
y

Py K
R |
/ a 0 i b X

Gt

[EEN
(=
o]

b
Si f est une fonction définie, continue et positive sur un intéva; b] alors I'intégrale/ f(x)dx est égal

a l'aire, exprimée en unité d'aire, du domaine compris el#reourbe%s, I'axe des abscisses et les droites
d’équationx =aetx=h.
EXEMPLE

, , i - X . :
Soit f la fonction définie et dérivable sik par f(x) = 273)2 + 1 et%: sa courbe représentative dans le
Xe +

repére orthogonal du pIa(rO;T,f) donné ci-dessous.

On admet qué est positive sulR (A démontrer en exerciye
Calculer l'aire en cri du domaine compris entre la courl, I'axe des abscisses et les droites d’équation
x=-1letx=2.

y

—

La fonction f est dérivable sur I'intervall® donc continue et pour tout réel f (x) > 0.
Par conséquent, I'aire exprimée en unités d’aire, du doene@mpris entre la courli€;, I'axe des abscisses et
les droites d’équatior = —1 etx = 2 est égale a :

27X 7 2
i 1dK= |x——
/1(x2+3)2+ {X 2<x2+3>}_1

g:le)(l;)

8

Or l'unité d’aire est l'aire d’un rectangle de cotés 4cm @n28oit 1 u.a= 8 cn?
Donc, I'aire en crd du domaine compris entre la courg, I'axe des abscisses et les droites d'équatien—1

7
etx =2 est égale a2§ x 8 =27 cnt.
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3 PROPRIETES

Soit f une fonction continue sur un intervalle@le IR. Pour tout réea appartenant &

/aaf(t)dt:O

Preuve :
Soit F une primitive def surl.

/af(t)dt:F(a)—F(a)zo

Soit f une fonction continue sur un intervalle@le R, a etb deux réels appartenant a

/:f(t)dt:—/baf(t)dt

Preuve :
SoitF une primitive def surl.

/bf(t)dt _Fb)-F(a) et /baf(t)dt — F(a)—F(b)

Soit f une fonction définie et continue sur un intervdlide R, a etb deux réels appartenant a

b
Sia< betf >0 surl'intervalle[a; b], alors/ f(t)dt > 0.
a

Preuve :
SoitF une primitive def surl.
Sia< betf >0 surl'intervalle[a; b, alorsF est croissante siia; b|] donc

F(a) <F(b) = F(b)—F(a) >o«:>/bf(t)dt >0

Attention la réciproque est fausse :
Soit f la fonction définie suR par f (x) = 2x — x?

2
Ainsi / f(x)dx = 0 maisf(—1) = —3
1

On démontre de maniére analogue la propriété suivante :

Soit f une fonction définie et continue sur un intervdllide R, a etb deux réels appartenant a

b
Sia< betf <0 surlintervalle[a; b, alors/ f(t)dt <O.
a
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I PROPRIETES DE L'INTEGRALE

1 LINEARITE

Soit f etg deux fonctions définies et continues sur un intervaliie R. Pour tous réela etb appartenant &,
et pour tout réek

/ab<f<t>+g<t>>dt = /abf(t)dt+ /ab9<t>dt et /abkf“)d‘ :"/abf(t)dt

Preuve :

1. SoitF etG deux primitives respectives des fonctiohstg surl.
F + G est une primitive sur de la fonctionf + g.

:“F+®mr

—(F+G)(b)— (F+G)(a)

= (F(b)+G(b)) — (F(a)+G(a))
(b) - G(a))

INTERPRETATION GRAPHIQUE :

Dans le cas od etg sont continues et positives sl b
y y Co y

J t
0 -

\

[
—L—

a

2 RELATION DE CHASLES

Soit f une fonction continue sur un intervallele R. Pour tous réels, b etc appartenant &

Lﬂmmzéﬂmm+L%mm
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Preuve :
SoitF une primitive def surl Pour tous réels, b etc appartenant &

-C b
/af(t)dt%—/C f(t)dt = (F(c)—F(a))+ (F(b)— F(c))
—F(b)-F(

:/abf(t)dt

3 ORDRE

Soit f etg deux fonctions définies et continues sur un intervhlte R, a et b deux réels appartenant dels
quea < b. Si pour tout réek appartenant &;b|, f(x) < g(x), alors

/ab f(x)dx < /abg(x)dx

Preuve :

Si pour tout réek appartenant &;bj, f(x) < g(x), alors f(x) — g(x) < 0. Commef etg sont deux fonctions
définies et continues sia; b], la fonction f — g est définie et continue sia; b].

Par conséquent, ai< betf —g< 0 alors

/b(f —g)(x) X< 0= /b f(x)dx-/bg(x)dxg 0

Attention la réciproque est fausse :
- , g 3X+1
Considérons les fonctionket g définies suiR par f(x) = x2 —x— 1 etg(x) = i_ .

3 3

Ainsi, / f(x)dx < / g(x)dx mais nous ne pouvons pas conclure que sur l'intenjalli; 3], f(x) < g(x)
-1 -1

comme on peut le constater sur le graphique ci-dessous.

y @i

6 4

4l !
%

2
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Il INTEGRALE ET MOYENNE

1 |INEGALITES DE LA MOYENNE

Soit f une fonction définie et continue sur un intervdleb] deRR (a < b). SoitmetM deux réels.
Si pour tout réek appartennant a l'intervallg; b], m< f(x) < M, alors :

b
mxm—mg/f®m<Mxm—a

Preuve :
Les fonctions définies sia; b] parx — metx— M sont constantes donc continues.
Si pour tout réek appartenant &a;b| (a < b), m< f(x) < M, alors d’aprés la propriété de I'intégration d’'une

inégalité :
b b b b b b
/mdxg/ f(x)dxg/ de<:>m/ dxg/ f(x)dng/ dx
a a a a a a
b
@mxm—mg/fwmngm—@
a

INTERPRETATION GRAPHIQUE :

Dans le cas od est une fonction continue et positive sayb] i

A\

et les droites d’équation= a etx = b est comprise entre les aires
des rectangleR; etR».

R; de cHtésnetb—a

R, de c6tésM etb—a

L'aire du domaine compris entre la courtsg, I'axe des abscisses %

2 VALEUR MOYENNE

Soit f une fonction définie et continue sur un intervdleb] deRR (a< b).

b
On appelle valeur moyenne desur[a;b] le réelu = b—la/ f(x)dx
- a

INTERPRETATION GRAPHIQUE :

Dans le cas od est une fonction continue et positive sayb] u /\

L'aire du domaine compris entre la coursi, I'axe des abscisses \
et les droites d'équatiox = a et x = b est égale a I'aire du
rectangle de cotés etb—a
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EXERCICE 1

Calculer les intégrales suivantes :

1 1 e, 2 1, 2

a) /x3—5x+—dx b) /3x——dx o) / X+ = dx
3o, e 2In(t) Z oy

D [t L= /

) L a-ar U L
x4+ x—-2 . a 2 . X—1

h) /2 e i /74 Tt ) A L

EXERCICE 2

Soit f la fonction définie sur l'intervalld0; 9] par f(x) = 8x — x? et %; sa courbe représentative dans le plan
muni d’un repére orthogonal.

y
16

12

Ct
N/ZeS

0 1 2 3 4 5 6a 7 8 X

L'objet de cet exercice est de déterminer I'abscissi pointM de la parabolé&’; telle que I'aire de la partie
hachurée soit égalelafois I'aire du domaine délimité par la courlir et 'axe des abscisses @test un réel
donné.

1. Exprimer I'aireA du domaine délimité par la courl et I'axe des abscisses.

2. Quelle est I'ordonnée du poiM de la parabol&’s d’abscissea? En déduire I'airel’ en fonction dea de la
partie hachurée.

3. Déterminem pour queT = 0,488x A.

EXERCICE 3

La courbe®’s tracée ci-dessous est la représentation graphique d’meédo f définie surf0;+oo|.

Ct

0,8

0,6 /’

0,4 /

0,2

0

0 1 2 3 X

2
1. Déterminer graphiquement une valeur approchée au dixgres de/ f(x)dx.
1
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2. Lafonctionf est définie suf0;+oo[ par f(X) o
. oo = =
P X2+ 4

Calculer l'aire, en crh, du domaine délimité par la courkr, I'axe des abscisses et les droites d’équation
X=1etx=2.
EXERCICE 4

La courbe tracée ci-dessous est la représentation graptiigne fonctionf définie suff—1;+4o00[. On désigne
par f’ la fonction dérivée dé sur|—1;+oo[ et parF une primitive def sur]—1;+o0].

y —
AN
) <

N

—1 /?Q AN

N N

il 1 e-12 3 4 X
/V
// !
/
[ =
Figure 1

1. Déterminerf’(e—1).
2. Indiquer les variations de sur l'intervalle]—1;+o0|.
3. Une des trois courbes représentées ci-dessous estdaantation graphigue d’'une fonctién

Courbe 1 Courbe 2 Courbe 3

16—4def- - —+ -

/ 5155

|
A
|

N~
N

S

0 1 4 X 0 7 4 X

a) Ces trois courbes admettent au point d’absdigsel) une tangente ayant le méme coefficient directeur
m. Quelle est la valeur da?

b) Laquelle de ces trois courbes peut convenir ?

4. Déterminer, en unités daire, la valeur exacte de I'aireldmaine hachuré sur la figure 1.
5. Quelle est la valeur moyenne de la fonctiosur l'intervalle [0; 4] ?
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EXERCICE 5 (D’aprés sujet bac Polynésie Septembre 2011
y

Soit f une fonction définie et dérivable sur lintervalle 2

J]—4; +ool. A g ¢

On désigne parf’ la fonction dérivée de la fonctioh sur " 3 5 0 X

lintervalle | — 4 ; +-o0|. / NI

La courbel ci-contre est la représentation graphique dans 2N\

un repére orthogonal dé’, la fonction dérivée def sur I 3 \\

] —4; +ool. r I 4 AN

Cette courbd™ passe par les poin&s(—3 ; 0), B(—1 ; 0) et l 5

C(0; —15). ’I )

PARTIE A

1. ATaide de la représentation graphique de la fonctiorivéérf’, déterminerf’(0) et f'(—3).
2. Trois courbes sont présentées ci-dessous. Une seuls tteisecourbes peut représenter la fonctfon

Déterminer laquelle des trois représentations graphigisdessous est celle de la fonctidnen justifiant
votre réponse :

Ay

1 gl / 8

e 7,/ 7

5 & B 2 0] 1 2 BX / N

1 5 6

2 5 5

2 A A

S i 73 &

A 2 2

= 9 e}

5 2 2

6 1 \ 1

AT \
- D X N - D X
\ A~ 5 4 8 2 10| 1 2 3 5 4 8 R 10| 1 3 4

N\ : N

9 2 2

11+ 4 4

12 \ 5 5

PARTIE B

On suppose qu'il existe deux entiers reladfstb tels que, pour tout réelappartenant & I'intervalle—4 ; 4+oo|
,on af(x) = ax +bin(x+4).

1. a) Soitxun réel appartenant a l'intervalle- 4 ; +oo|.
Exprimer f/(x) en fonction dex, a etb.

b) Déduire des questions précédentesajae—1 etb= —6
—1
2. On considére lntégrale— / () dx.
-3

a) Calculer la valeur exacte de l'intégrdleuis en donner une valeur arrondie au dixiéme.
b) Donner une interprétation géométrique de l'intégtale

EXERCICE 6 (D’'aprés sujet bac Antilles Guyanne Septembre 2011

Une entreprise fabrique et vend a des particuliers des parrsolaires photovoltaiques produisant de I'électricité
Elle en produit chague mois entre 50 et 2500.
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Soit f la fonction définie sur l'intervall¢0,5 ; 25 par f(x) = 18Inx — x? + 16x — 15.

Si x représente le nombre de centaines de panneaux solairgguésbet vendus, alors on admet qgiie)
représente le bénéfice mensuel de I'entreprise, en midiergos.

On suppose qué est dérivable suj0,5 ; 25, et on notef’ sa fonction dérivée.

PARTIE A
1. Calculerf’(x). Vérifier que, pour tout nombnreappartenant a l'intervallé0,5 ; 25, on a

-2 +16x+18
X

(%)

2. Etudier le signe dé’(x) sur l'intervalle[0,5 ; 25. En déduire les variations de la fonctidrsur l'intervalle
[0,5; 25.
3. a) Calculerf(1).
b) Montrer que sur l'intervall¢l8 ; 19 I'équation f(x) = 0 admet une solution unique.
Déterminer une valeur approchée par défautrdel10 2 pres.
¢) En déduire le signe d&x) pour toutx appartenant a l'intervall@,5 ; 25.

4. Quels sont le nombre minimal et le nombre maximal de panngae I'entreprise doit produire et vendre
pour étre bénéficiaire ?

5. Dans cette question, toute trace de recherche, méme inetanplu d’initiative méme non fructueuse, sera
prise en compte dans I'évaluation.
L'entreprise peut-elle réaliser un bénéfice mensuel de D0G? Justifier la réponse.

PARTIE B

1. On admet que la fonctio® définie sur l'intervalle]0 ; +oo[ par G(x) = xInx — X est une primitive de la
fonction logarithme népérien sur l'intervall@ ; +oo|.
En déduire une primitivé& de la fonctionf sur l'intervalle[0,5 ; 25.

2. Rappel : soit f une fonction définie et continue sur un inthevia ; b], ou a< b.
La valeur moyenne de la fonction f sur l'intervalke; b] est le nombre réel m défini par

1 Prd
m:b—a/a (x)dx

Déterminer la valeur moyenne du bénéfice mensuel de I'egegrrondie a la centaine d’euros, lorsque
celle-ci produit et vend entre 100 et 1800 panneaux solaires

EXERCICE 7 (D’aprés sujet bac Nouvelle Calédonie 2011

PARTIE A

; : - 2_ 516
Soitu la fonction définie suf— oo ; 4[U]4 ; +oo[ paru(x) = %

1. Donner le signe de? — 5x+ 6 pour toutx de RR.
2. En déduire le signe dgx) pour toutxde| — oo ; 4[U]4; +ool.
3. Factorisex? — 5x+ 6.

PARTIE B

1. En utilisant la partie A, expliquer pourquoi la fonctidrielle que
. (x=2)(x-3)
f(x)=In x—4)
peut étre définie pour€]4 ; +ool.
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2. Une représentation graphigue de la fonctfdilgure ci-dessous.

y
6
5
4
; |
I
5 \ B
1 0 . 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 X

[
[WE

Utiliser cette representatlon graphique pour détermimer waleur approchée, arrondie a I'entier le plus
proche, du nombrey = / f(x)dx.

On expliquera la démarche.

3. Soient, j etk les fonctions définies si4 ; +oo par :

—i(x) =In(x—2)
— j(X) =In(x-3)
— k(x) =In(x—4)

a) Veérifier que la fonctiorl définie sur|4 ; +oo[ parl(x) = (X—2)In(x—2) — x est une primitive de la
fonctioni sur]4 ; +oo.

b) On admet que la fonctiod définie sur4 ; +oo[ parJ(x) = (x— 3)In(x— 3) — x est une primitive de la
fonction j sur]4 ; +oo[ et que la fonctiorK définie parK (x) = (x—4)In(x—4) — x est une primitive de
la fonctionk sur]4 ; +oco].

Pourx €]4 ; +oo[, exprimerf (x) a I'aide dei(x), j(x) etk(x).

¢) En déduire I'expression d’une primitife de la fonctionf sur]4 ; +oco].

4. Calculer la valeur exacte d€, puis donner la valeur arrondie au centiéme.

EXERCICE 8 (D’aprés sujet bac Amérique du Nord 2010
PARTIE A - Etude préliminaire

On considére la fonctiog définie sur I'intervallg0 ; +oo[ parg(x) = 1— 2In(x).

On donne ci-dessous sa courbe représentatjeans un repere orthonorn(é);f, T) Cette courbesy coupe
I'axe des abscisses au point d’absciase
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n
———
|

w

[N

/-

/

[
N

w

4
~3

A
=
1. Déterminer la valeur exacte de

2. On admet que la fonctiogest strictement décroissante sur l'intervalle +oo].
Donner, en justifiant, le signe @gx) sur l'intervalle]0 ; +oo].

PARTIE B - Etude d'une fonction

Soit f la fonction définie sur I'intervallg0 ; +oo[ par f(x) = %ﬂ_l

In(x)

1. Déterminer la limite dd en+oo (on rappelle que lim——= =0).
X—=+00 X
On admettra que linfi(X) = —oo.
x—0

2. a) Calculerf’(x) et montrer que’(x) = %
b) Etudier le signe dé’(x) et en déduire le tableau de variations de la foncfion

3. a) Déterminer une primitiveé de la fonctionf sur l'intervalle]0 ; +oo|.

1 1
On pourra remarquer quigx) = 2 x e In(x) + <

, 1 /° . . : ) .
b) Soitl = Z/ f(x) dx. Déterminer la valeur exacte tigouis en donner une valeur approchée au centiéme
1
pres.
PARTIE C - Application économique
Dans cette partie, on pourra utiliser certains résultaia gartie B.

Une entreprise de sous-traitance fabrique des piéces’paludtrie automobile. Sa production pour ce type de
piéces varie entre 1000 et 5000 piéces par semaine, selemiandle.

On suppose que toutes les piéces produites sont vendues.

Le bénéfice unitaire, en fonction du nombre de piéces presipiar semaine, peut étre modélisé par la fonction
f définie dans la partie B, aveexprimé en milliers de pieces &fx) exprimé en euros.

1. Déterminer, au centime prés, la valeur moyenne du bénéfitaire pour une production hebdomadaire
comprise entre 1000 et 5000 piéces.

2. Dans cette question, la réponse sera soigneusement jesfiiéte trace de recherche, méme incompléte, ou
d'initiative non fructueuse, sera prise en compte dansaliéation.
Pour quelle(s) production(s), arrondie(s) a l'unité podstient-on un bénéfice unitaire égal a 1©0%
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| DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

De la continuité de la fonction In et par application du tléoe de la valeur intermédiaire, on en déduit que
pour tout réeb I'’équation Inx) = b admet une solution uniqueedans l'intervalle]0; +oo|

y

by b

Soit pour tout réek, il existe un unique réel > 0 tel quex = In(y)
Cette propriété, permet de définir une nouvelle fonctiorcipréque » de la fonction logarithme népérien.

1 DEFINITION

La fonction exponentielle, notée exp, est définie sur I'entsle des réels.
Pour tout réek, on associe le régistrictement positif tel que :

y =exp(x) < x=In(y)

NOTATION

Pour tout entier relatih, In(e") = n. Ainsi, pour tout entier relatif, exp(n) = €". On convient d’étendre cette
écriture a tout réet.

C’est a dire que pour tout régJ on écrit expx) = €. € se lit donc « exponentielle de».

2 PREMIERES PROPRIETES DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

Les propriétés suivantes se déduisent de la définition :

Pour tout réek, & > 0.

Pour tout réek et pour tout réey > 0,y = & < x=In(y).
Pour tout réek, In(€*) = x.

Pour tout réek > 0, d"® = x.

EXEMPLES
In(1) =0cel=1; &g=3<x=1In3; L'équation &€ = 0 n’a pas de solution.

Il PROPRIETES ALGEBRIQUES DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

1 EXPONENTIELLE D'UNE SOMME

Pour tout réeh et pour tout réeb
P — e e

Démonstration

Pour tout réeh et pour tout réeb, €1, e et &€ sont des réels strictement positifs.
Nous avons, d'une part, (@**°) = a+b.

Dautre part, INé? x €®) =In(e?) +In(¢’) =a+b

Donc In(e?*?) =In (2 x &) & AP = x &
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2 AUTRES PROPRIETES

. 1
1. Pourtoutréeh, e 2= —
e
. . p €
2. Pour tout réeh et pour tout réeb, 4" = s
3. Pour tout réeh et pour tout entier relatif, €' = (e?)"

Démonstrations

, 1
1. Pourtoutréeh, @ xe2=e?=1donce?= =

2. Pour tout réeh et pour tout réeb, @ P =@ x e P = e x é = g
3. Pour tout réeh et pour tout entier relatif, In(€"?) = naet In(e?)" = nin(e?) = na
Donc In(€") = In(e?)" < @ = (&?)"

EXEMPLES

eZ+In3:e2Xeln3:3é2;

1
% — g (X2 :eZ—X; ezé: :e2X+1_X:eP(+1; 2w 2 — (e?(""l)z

Il ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

1 DERIVEE ET SENS DE VARIATION

DERIVEE

La fonction exponentielle est dérivable sRiret exp(x) = exp(x)

Preuve :
On admet que la fonction exponentielle est dérivableRsur
€* étant strictement positif, la fonction composée définielspar f (x) = In (exp(x)) est dérivable et pour tout

exp(¥)

réelx, f'(x) = )
Or f(x) =In (&) = x, doncf’(x)

=1
- L exg(x) B B
Ainsi, pour tout réek, o) 1 donc exfx) = exp(x) = €.

VARIATION

La fonction exponentielle est strictement croissantdRsur

Démonstration

La fonction exponentielle est dérivable dRiret est égale a sa dérivée.
Or pour tout réek, € > 0. On en déduit que la fonction exponentielle est strictdrommssante suR.

CONSEQUENCES

Pour tout réek et pour tout réey,

=< x=y et <& ex<y
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2 LIMITES
lim & =+o0 et lim e€=0
X—400 X——00
Démonstrations

1.

3

Soitf la fonction définie suRk par f(x) = e —x.

La fonction f est dérivable suR, et pour tout réek, f'(x) =e*— 1.

Or la fonction exponentielle est strictement croissantdrsat @ =1. Donc six > 0, alors & > 1.
On en déduit le signe dE ainsi que le tableau des variations de la fonction

X —00 0 400
T
f'(x) - 0 +
|
f(x)
1

Le minimum de la fonctionf est égal & 1. Donc pour tout réel f(x) > 0. C'est a dire pour tout rée{
g€—x>0s€e >x

Or lim x= 400 donc d'apres les théorémes de comparaison, diha= +oo
X—r+00 X—r+00

. La limite de la fonction exponentielle enco se déduit de sa limite efoo

Sixtend verstoo, alors—x tend vers—oo. Par conséquent

. . _ . 1
lim &€= lim e*= lim =
X——00 X——+00 X— 400 X

. . 1 o
Or lim & = +ocodonc lim g:0. Soit lim € =0

X—+00 X—+00 X——00

COURBE REPRESENTATIVE

ijooex = 0 donc laxe des abscisses est
asymptote a la courbe représentative de la
fonction exponentielle er-co.

& =1 et la tangente & la courbe représentative de
la fonction exponentielle au point d’abscisse 0 a
pour équatiory = x+ 1.

La tangente a la courbe représentative de la
fonction exponentielle au point d’'abscisse 1 a

pour équatiory = ex. :
La fonction exponentielle est la fonction

réciproque de la fonction logarithme népérien. 1 0
Dans un repére orthonormé, leurs courbes e
représentatives sont symétriques par rapport a la //
droite ¥ d’équationy = Xx. e
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4 CROISSANCES COMPAREES

. et .
im — =400 et lim xe*=0
X—+00 X X——00
. el . n
Pour tout entier naturei non nuI I|m — =400 et lim x"&=0.
X X——00

Démonstrations

e
dn(x)
Or lim m =0donc lim x(l-@) =400

X—+oo X X—+400

1. Pour tout réek strictement posmf,; =

X—+00

L In(x _ Ik _
Ainsi, “T x<1— %) +ooet lim e =400, donc par composmon I|rnex(1 X ) = +o00. Soit
X—+00

Im — =4oc0.
X—+00 X

el
2. Comme lim — = +o00, on en déduit par passage a l'inverse que I+m 0.C’estadire limxe *=0
X—+00 X +oo X X—+00

donc lim x&=0.

X——00

3. Soitn un entier naturel non nul quelconque.
Pour tout réek, & = (en )"

X\ N x\n
D tout réex o) 1ofe) 1 (e
onc pour tout ré nonnu,%_ﬁ_mx o= | x
n n n
X
X A i, __en
lim = =+4ocoet_lim — = +oco, donc par composition, lim~ = +oo
X=+oo N X—+o00 X X—+o00 2
n
n n
X X
n . en s i 1 en
En outre lim X" = +oc0 donc par composmon lim{ | =+4+ocodou, lm —x| x| =+
X—+o00 X——400 ~ Xx——+o0o NN A
n n

Cestadire Iim — = +o0.

x——+o00 XN
Ce résultat est vrai pour un entier naturelon nul quelconque, ce qui signifie qu'il est vrai pour touiem
natureln non nul.

REMARQUE

On peut résumer cette propriété a I'aide de la régle opéeatoi
En +o0, I'exponentielle dex I'emporte sur toutes les puissancesxde

=€l
y y
y=x3
50 y=x2
0 1 X
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IV EXPONENTIELLE D’UNE FONCTION : eXp(U)

On considére une fonctiamdéfinie sur un intervallé.
f = expou est la composée de la fonctiarsuivie de la fonction exponentielle notée égalenfente”.

1 VARIATION

 Les fonctionau et & ont les mémes variations sur l'intervalle

Démonstration

La fonction exponentielle est strictement croissanteRsysar composée :
— si la fonctionu est croissante suir alors la fonction #est croissante sur;
— si la fonctionu est décroissante suyalors la fonction #est décroissante sur

EXEMPLE

Soit f la fonction définie sur l'intervall® par f (x) = et~

f est la composée de la fonction affineéfinie surR paru(x) = 1— 2x suivie de la fonction exp.
Or la fonctionu est décroissante sik donc la fonctionf est décroissante siR.

2 LIMITES

Pour étudier une limite d’'une fonctiol,eon utilise le théoréme sur la limite d’une fonction compasé

EXEMPLE N
Soit f la fonction définie sur l'intervallg¢l;+oo[ par f(x) = € =1,

1. limx—1=0" dou lim x— —— = —cc et comme_ lim & = 0 donc par composition des limites
x—1+ X—1+ x—1 X——00

. 1
lime“%x1 =0
X—1

2. lim x— —— =+ooet lim & = +oo0 donc par composition des limites ling %1 = 400
X—-+00 Xx—1 X—+00 X—+00

3 DERIVEE

Soitu une fonction définie et dérivable sur un intervdllé.a fonction & est dérivable sur et (") = e x U'.

Démonstration

La fonction u est dérivable sut et la fonction exp est dérivable siik, on peut appliquer le théoréme de
dérivation d’'une fonction composée.
Pour tout réek de l'intervallel

(expou)’ (x) = exp[u(x)] x U'(x) = explu(x)] x U'(x) = "™ x u'(x)

EXEMPLE
Soit f la fonction définie sur l'intervall® par f(x) = e,
La fonctionu définie surR paru(x) = x? — 1 est dérivable suR etu'(x) = 2x.

f est dérivable suR et pour tout réek, | f'(x) = 2xe’ 1

4  PRIMITIVES

' Soitu est une fonction définie et dérivable sur un intervallea fonction f définie parf (x) = U (x)e"™ admet
des primitives sut.
L’ensemble des primitives desurl est 'ensemble des fonctiofsdéfinies paF (x) = e +k .
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V EXPONENTIELLE DE BASE a

a est un réel strictement positif btun réel quelconque alorsL'e? existe et

eblna _ (elna)b _ ab

1 DEFINITION

Soita un réel strictement positif. On appelle fonction exporaigtide base la fonction f définie surR par :

f(X) _ ax _ ep(lna

2 PROPRIETES ALGEBRIQUES

Les régles de calcul sur les puissances s’appliquent a ¢idonexponentielle de base

Pour tous réela et b strictements positifs et pour tous réglsty, on a:

1 a
aty =aa; aX= a<yY=_—: (@) =aY; a‘b* = (ab)¥

ax’ a’

Toutes ces propriétés se démontrent en revenant a la défiaiti= /"2, Par exemple :

aty — e(x—~-y)|na _ exIna—&-yIna _ exlna % eylna — 2%y

3 DERIVEE

Soita un réel strictement positif. La fonction exponentielle desén est dérivable suR et a pour dérivée |
fonction :
X+— Inax a*

Démonstration

Soita un réel strictement positiff est la fonction définie pour tout réepar f (x) = a* = e"a,
D'ou f = € avec pour tout réet, u(x) = xlnaetu'(x) = Ina. La fonctionf est dérivable et

f'(x) = Inax &N = Inax a

4 SENS DE VARIATION

Soita un réel strictement positif.

— SiO0< a< 1, alors la fonctionf : x — a* est strictement décroissante &ur
— Sia=1, alors la fonctionf : x— a* est constante et égale a 1 &ur

— Sia> 1, alors la fonctionf : x — a* est strictement croissante dRr

Démonstration

Soita un réel strictement positif.

La fonction f définie pour tout réet par f (x) = & est dérivable et’(x) =Inax a*.
Pour tout réek, & > 0, doncf’(x) est du méme signe quedn

— Si0O<a<1,alorsIra< 0 dou f'(x) <0 etf est strictement décroissante &ur
— Sia=1, alors I,m=0d'ou f’(x) =0 et f est constant&.

— Sia>1, alors I,e> 0 d'ou f'(x) > 0 et f est strictement croissante dRr

>
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5 LIMITES

' Soita un réel strictement positif.
— Si0<ax< 1, alors |lim a=+4occet lim a*=0.
X——00 X——+00

— Sia>1,alors lim a*=0et lim a = +oc.
X——00 X—-+00

Démonstration

Soita un réel strictement positif. Pour tout réela* = en2,
— Si0O<ax< 1, alorslm<0dou:
lim xlna=+ooet lim € = +oo donc par composition, lime"® = 400

X——00 X—+o00 X——00
lim xlna= —ocoet lim & =0 donc par composmon Ilme"'na =0
X—r-+00 X——o00

— Sia>1,alorslmm>0dou:
lim xlna=—ocoet lim & =0 donc par composition, lime"® =0

X——00 X——o00 X——00
lim xlna= +ocoet lim & = +oco donc par composmon IlmeXlna = +00.
X——+00 X—+o00 . ;
On atracé ci-dessous, les courbes représentatives ddasfmm—> aX dans un repére orthonormé pau 0,5
y=0,7% y=0,5* y=2x

6 RACINES N-IEME D'UN REEL STRICTEMENT POSITIF

" Soitn un entier naturel non null.
z g 5n0 1
— Pour tout réek strictement positify/x = xn.

— La moyenne géométrique denombres strictement positifg, Xy, - - - ,Xn €St le nombréx; x Xp X -+ X Xp)n.

Sl

EXEMPLES

1. A la fin du quatriéme trimestre 2011, la dette publique dErknce s’établit & 1 717,3 MEL A la fin du
guatriéme trimestre 2007, la dette publique était de 12Ut €.
Calculons le taux annuel moyen d’évolution du montant destted
Soitx=1+ t le coefficient multiplicateur associé au taux annuel moyéraiution du montant de la
dette.x est solution de I'équation :

17173\ &
12116)

Soitx~ 1,091. Entre 2007 et 2011 le montant de la dette a augmenté eenme@yle 9,1% par an.
2. Les pourcentages d’évolution annuels du montant de ta deht données dans le tableau ci-dessous.
Année 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
taux en % 31 6,9 10,2 7,4 6,3 0,4 5,2

12116 x xX* = 17173 < x = (

Calculons le taux annuel moyen d’évolution du montant destted
(1,031x 1,069x% 1,102x 1,074 1,063 x 1,004 x 1,052)% ~ 1,056

Entre 2000 et 2007 le montant de la dette a augmenté en mogert6% par an.
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EXERCICE 1

Simplifier les écritures suivantes :

A:(@)Z—ﬁ; B=In(eX1x & ); C= (X +e%)%— (&—eX)?; D=e*(e¥-1);

e2+1 (ex+2)2 @2x+In2 gx+ing
E= el—x ) F= e2x-1 ; G= e X ) H= ex—In2
EXERCICE 2

Résoudre danR les équations et inéquations suivantes :

2 eSx+5 )
1. &€ 1=1 2. @:eﬂ -1 3. In(eX)+e =0
4. In(e+l) = elix 5. (1) _in (el—xz):% 6. e2X+e?‘—§1:0
7. 2 4+3&—2=0 8. 28 4+3=2e% 9. e’ <1
10. & >e 11. & < e 12. 28 >1— ¢

EXERCICE 3

On cherche a déterminsr +Iinaex. Pour cela, on considére la fonctidrdéfinie surk par f(x) = & —x.
— 400

1. Déterminerf’(x).
2. Etudier les variations d& en déduire gud admet un minimum.
3. Justifier que pour tout réglon a : & > x. En déduire la limite de la fonction exponentielle-eno.

EXERCICE 4 (D’aprés sujet bac France Métropolitaine Septembre 3011

Une entreprise fabriqgue chagque mrinnes d’un certain produit, avecappartenant a l'intervall; g. Le
colt moyen de fabrication, exprimé en milliers d’euros, e production mensuelle degonnes est donné
parC(x), ouC est la fonction définie par :

0,01 42

C(x) x

1. Alaide de la calculatrice :
a) conjecturer en terme de variations I'évolution du colyemode fabrication sur I'intervalli; 6] ;
b) estimer le minimum du co(t moyen de fabrication et la potida mensuelle correspondante ;
c) dire s'il est possible d'atteindre un co(t moyen de fadiian de 4000 euros. On précisera la méthode
utilisée.
2. On désigne pat’ la fonction dérivée de la fonctio@. Montrer que, pour tout nombre réebppartenant a

l'intervalle ]0; €] :
~ 0,0Ixe*—0,01& -2

c'x) =

3. On considére la fonctiof définie sur I'intervallg0; 6] par :
f(x) = 0,01xe* — 0,01€ — 2.

On désigne paf’ la fonction dérivée de la fonctiof.
a) Vérifier que pour tout nombre réebppartenant a I'intervall{o; 6|

f'(x) = 0,01xe*.

b) Justifier que la fonctiorfi est strictement croissante sur l'intervale ).
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c¢) Justifier que I'’équatiorf(x) = 0 admet une seule solutianappartenant a l'intervallgt; 5.
Donner la valeur arrondie au dixieme du nombre téel
d) Déduire des résultats précédents le signé(agsur l'intervalle]0; §.

4. A laide des questions précédentes, justifier que le minindu colt moyen de fabrication est obtenu pour
une production mensuelle @etonnes du produit.

EXERCICE 5 (D’aprés sujet bac Polynésie Septembre 2011

Le plan est muni d'un repére orthonorn(&D;T,f) d’'unité graphique 2 cm.
On s’intéresse dans cet exercice a la fonctiaréfinie sur I'ensemble des rédkspar f (x) = —1+ xe*.
On note% sa courbe représentative dans le rep(éDeT, f)

1. a) Déterminer la limite de la fonctiohen+oo.
b) Déterminer la limite de la fonctiof en —co. Interpréter graphiguement cette limite.
(On rappelle le résultat : lim xe* = 0)

X——00
2. On admet que la fonctioh est dérivable suR et on notef’ sa fonction dérivée.

a) Montrer que, pour tout nombre réebn af’(x) = (x+ 1)€~.
Dresser le tableau de variations de la fonctfofta valeur de I'extremum sera arrondie & 2p

3. Justifier que I'’équatiorfi(x) = 0 admet une unique solutiandans l'intervalle]0 ; 1].
Donner un encadrement ded’amplitude 102.

4. Démontrer qu'une équation de la tangente T a la codtlae point d’abscisse 0 egt=x— 1.

5. Dans le repéreéo;f,f) tracer la droite T et la courb&’.
Quelle conjecture peut-on faire sur la position de la coaflygar rapport a la droite T ?

6. Dans cette question, toute trace de recherche, méme inetanplu d’initiative méme non fructueuse, sera
prise en compte dans I'évaluation.
Justifier la conjecture émise a la question 5.

EXERCICE 6 (D’'aprés sujet bac Antilles Septembre 2p09
On considére une fonctioh définie sur l'intervalle—2 ; 3] par f(x) = ae*+ bx+c ol a, b etc sont des réels
fixés.

Une partie de la courb® représentative dé est représentée ci-dessous :

y

o

w

D
/41NN

\

N

H
b

\

R
3 2 A 1 \
/
[ \

On dispose des renseignements suivants :

~
N o
/

w
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1.

¢ passe paA(0; 1).

B est le point de coordonnéés ; 3); la droite (AB) est tangente & au pointA.
% admet une tangente horizontale au p@rd'abscisse In 3.

On désigne paf’ la dérivée de la fonctioffi.

Traduire les renseignements précédents par trois égafiliéant f ou f'.

. Enrésolvant un systéme, détermiagb et c.
. On admet a partir de maintenant gu@) = —e*+ 3x+ 2.

a) Etudier les variations desur l'intervalle[—2 ; 3.

b) Montrer quef s’annule exactement une fois w2 ; In3] en un réekbr.
Donner, en justifiant, une valeur approchée au centiemederés

¢) Pour la suite, on admet qdes’annule exactement une fois §n3 ; 3] en un réep3.
Déterminer le signe dé sur l'intervalle[—2 ; 3.

. a) Déterminer une primitive desur l'intervalle[—2 ; 3.

b) On considére la surfac# délimitée par I'axe des ordonnées, I'axe des abscissesutaes’ et la droite
d’équationx =1In3.
Hachurer.¥ sur la figure en annexe.

c) Déterminer, en justifiant avec soin, I'aire g€, en unités d’aire. On donnera la valeur exacte et la valeur
décimale arrondie au centiéme.

EXERCICE 7 (D’'aprés sujet bac Pondichéry 20)L1

La courbe®’; tracée ci-dessous est la représentation graphique d'meéido f définie et dérivable suR.
On notef’ la fonction dérivée dd.

1.

La tangentd a la courbeg; au pointA(0O; 3) passe par le poir(1;5).
La droiteD d’équationy = 1 est asymptote horizontale a la coufiieau voisinage de-oo.

y

|y
J

N

/

H

1

En utilisant les données et le graphique, préciser :
a) Lavaleur du réef(0) et la valeur du réef’(0).
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b) La limite de la fonctionf en—+oco.
2. Déterminer une équation de la tangehta la courbeg’s au pointA.

3. Préciser un encadrement par deux entiers consécutifaige en unités d'aire, de la partie du plan située
entre la courb&’, I'axe des abscisses, I'axe des ordonnées et la droite afiégux = 1.

4. On admet que la fonctioh est définie, pour tout nombre réelpar une expression de la forme

ax+b . .
f(x) =1+ TJF ouaetb sont des nombres réels.

a) Déterminer I'expression dE(x) en fonction dea, deb et dex.

b) A l'aide des résultats de la question 1. a., démontrer ‘guesl, pour tout réex :

4x+ 2

f(x)=1+ =

5. SoitF la fonction définie et dérivable slit parF (X) = x+ — . On admet qué& est une primitive de
f surRR.

Déterminer la valeur exacte puis une valeur approchée 2fdi@s de I'aire, en unités d’aire, de la partie du
plan située entre la courlé&, I'axe des abscisses, I'axe des ordonnées et la droite atiémx = 1.

Ce résultat est-il cohérent avec I'encadrement obtenu adatipn 3. ?

EXERCICE 8 (D’aprés sujet bac Centres étrangers 2009

5¢¢

T el
On désigne paf’ la fonction dérivée dé et parF la primitive def surRR qui vérifie F(0) = 0.

Dans le repere orthonormal d’unité 2 cm de I'annexe, la co@tbtracée représente la fonctidnet la droite

On considére la fonctio définie surR par f(x)

D est sa tangente au point(@;%).

PREMIERE PARTIE

1. La courbegs admet pour asymptotes erxco la droite d’équatiory = 0 et en+-oo la droite d’équatiory = 5.

En déduire lim f(x) et lim f(x).
X——00 X—+00

5
(4+1)%

3. Etudier le signe dé’(x) suivant les valeurs deet en déduire le sens de variation teur RR.

2. Démontrer que, pour tout nombre r&ef’(x) =

4. En utilisant le résultat de la question 2., déterminerémeation de la droit®.
DEUXIEME PARTIE

1. Pour tout réek, exprimerF (x) en fonction dex.

2. Vérifier queF (1) =5In (#) .

3. Surl'annexe, le domaine grisé est délimité par la co@ades axes de coordonnées et la droite d’équation
x=1.
Calculer I'aire, en unités d'aire, de ce domaine et en doanervaleur approchée arrondie au dixieme.
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ANNEXE
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EXERCICE 9
PARTIE A

La courbe(%’) tracée ci-dessous dans un repére orthonormé est la coprseatative d’une fonctiohdéfinie
surR. On désigne paf’ la fonction dérivée dd surlR.

y
\ J
L
\
3 l/
\ 2 //
\\ //
N
“Ta
B -2 4 |0 1 2 3 4 | X

1
L

1. Au pointA(0;1), la courbe(%’) admet une tangente paralléle & I'axe des abscisses. Emeléii et f'(0).
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2. Une des quatre courbes ci-dessous est la représentatiphique d'une primitive= de la fonctionf.
Déterminer la courbe associée a la fonctian

Courbe 1 Courbe 2 Courbe 3 Courbe 4

/

-
[N

T

\

\

\ o/ 1 /01
\

[N

PARTIE B

Pour la suite, on admet que la fonctibrest définie suR par : f(x) = x+e™*

xet+1 X . . )
+ et déterminer la limite de la fonctiohen —oo.

1. a) Veérifier que pour tout rée] f(x) =
b) Montrer que la courbé&s’) admet pour asymptote la droite d’équatipa: x en+oo.

2. a) Calculerf’(x).
b) Etudier le signe dé’(x) surR puis dresser le tableau de variation complef de

3. SoitF la primitive de la fonctionf telle queF (0) = —1. On note(I") sa courbe représentative.
a) Déterminer une équation de la tangente a la co(irbau point d’abscisse 0.
b) CalculerF(x).

4. On considére la surface délimitée par I'axe des abscisses, la coufb@ et les droites d’équation= —2
etx=3.

a) Hachurer¥ sur la figure en annexe.

b) Déterminer, en justifiant avec soin, I'aire &€, en unités d’aire.
On donnera la valeur exacte et la valeur décimale arrondieantieme

EXERCICE 10

PARTIE A

1. Etudier le signe du polynonfe(X) = —8X? 42X + 1 ouX est un réel.
2. Soitg la fonction définie sulRk par :g(x) = —8e+ e *+2

—8eX +2e&+1
ex

b) Résoudre danR I'équation :—8e* + 2e‘+ 1 = 0, en déduire les solutions de I'équatigx) = 0.

a) Montrer que pour tout rég| g(x) =

c) Etudier le signe de la fonctiomsurR.

PARTIE B

—X

e+1

Soit f la fonction définie sulR par : f (x) = . Sa courbe représentati¥@ est donnée ci-dessous.
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—

H
/
/

Gt

Calculer les coordonnées des poiitst B intersection de la courbi&; avec les axes du repére.
Etudier les limites de la fonctiohen —oo et en+oo. Préciser les asymptotes éventuelles a la codtbe
Calculerf’ (x) , ou f" est la dérivée dé.

Etudier les variations dé surR. (Aide : /() = -9 5)
(ef+1)

Donner les équations des tangentes a la codtkaux points d’abscisses3In2 et 0.

a c w NP

EXERCICE 11 (D’'aprés sujet bac Liban 2031

On considére les fonctionisg eth définies suiR par f(x) = e, g(x) = —x+ 1 eth(x) = f(x) — g(x).
On note%; la courbe représentative de la fonctibret A la droite représentant la fonctiandans un repére
orthonormé du plan.

PARTIE A : Position relative de % et de I'une de ses tangentes.

1. Vérifier, par le calcul, que la tangenté&a au point d’abscisse 0 est la drofke
2. a) Montrer que pour tonte R, W (x) =1—e*

b) Etudier le signe di (x) suivant les valeurs de

¢) En déduire le sens de variation de la fonctiosur IR.

3. En utilisant les questions 1. et 2., étudier la positidatree de la courbegs et de sa tangente au point
d'abscisse 0.

PARTIE B : Calcul d’aire

1 11
1. Montrer que/ h(x)dx= - ——.
0 2 e

2. Dans cette question, toute trace de recherche méme nonialsana prise en compte dans I'évaluation.
Soita un nombre réel vérifiard > 1. On appelleDd le domaine colorié sur le graphique en annexe.
On notes l'aire, exprimée en unité d'aire, du domaibBe

a) Déterminer en fonction dela valeur de'.
b) Déterminer la limite de lorsquea tend verstoo.
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ANNEXE

-0,5 0 0,5 1,\0\ 1,5 2,0 25 a 30 35 X
0,2+

EXERCICE 12 (D’aprés sujet bac Antilles Guyanne 2011
PARTIE A : étude d’'une fonction

: , L e N 80
Soit f la fonction dérivable définie sur I'intervall® ; +oo] par f(x) = 17 2605

Dans un repere orthogonal, on nétela courbe représentative de la fonctibetD la droite d’équatiory = 7x.
On admet que la courbs; et la droiteD se coupent en un seul point d’abscigset on donneg ~ 9,02.

/ .

/

<

D /

(o]
D

~
D

D
(e)
N

a
D

y
%

D
N

n

/)

w
D

\\
N

AN

[HEY

2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 X

10
\v)

1. Calculerf(0) et la valeur arrondie au centiéme &g0).
2. Démontrer que la fonctioh est croissante sur l'intervall® ; +oo|.

3. a) Calculer la limite def en +oco. En déduire que la courb®; admet une asymptote horizontale au
voisinage detoo et en donner une équation.

b) Montrer que pour tout appartenant 0 ; +ool, on af(x) < 80. En déduire la position relative de la
courbe®; par rapport a la droite d’équatign= 80 sur l'intervalle[0 ; +oo|.
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4. A l'aide du graphique, déterminer, selon les valeursxdee signe de X — f(x) pour x appartenant a
lintervalle [0 ; +ool.

PARTIE B : interprétation économique

Dans cette partie, toute trace de recherche, méme incomplatd’initiative méme non fructueuse, sera prise

en compte dans I'évaluation

On utilisera les résultats de la partie A.

Une entreprise peut produire chaque jour au maximum 200thtraétres de bain pour bébé.

On notex le nombre de centaines de thermomeétres produits chaquérgweaillé, x appartenant a l'intervalle

[0; 20.

On suppose que le codt total de production par jour, expriméeataines d’euros, est égaf &), ou f est la

fonction définie dans la partie A.

1. Déterminer le montant des « co(ts fixes », c’est-a-diredatamt des co(ts lorsque la quantité produite est
nulle.

2. Le co(t total de production des thermometres peut-iirette 8100€ par jour ? Justifier.

3. Le prix de vente d’'un thermometre est fixé £7La recette journaliére, exprimée en centaines d’eusts, e
donc donnée paR(x) = 7x.
Pour quelles productions journaliéres de thermometresréprise réalise-t-elle un bénéfice ? Justifier.

EXERCICE 13 (D’aprés sujet bac Asie 2008
10—x

On considére la fonction définie sur I'intervallgO ; +oo[ paru(x) = v

1. Calculer les limites da en 0 et ent-oo.
2. Etudier les variations de

On considére la fonctior définie sur I'intervallgl0 ;+oo| par f (x) = &™),

3. Calculer les limites dé en 0 et ert-oo. Quelles conséquences graphigues peut-on en déduire ?
4. Etablir, en justifiant, le tableau de variationsfde

5. Résoudre algébriquement I'équatibfx) = 1.

6. L'équationf(x) = —x admet-elle une solution ? Pourquoi ?

EXERCICE 14 (D’aprés sujet bac Antilles Septembre 2007

On donne ci-dessous la courbe représentafivde la fonctionf définie sur0 ; +oo[ par f(x) = e 1 dans
un repére orthonormé du pIE(rO;T,T) d’'unité 2 cm.

y
N
N
\\
2 AN
\\
\\
\;
N
\\
\\\
\\\\ C[
0 1 2 3 4 X
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1. Démontrer que I'équation réduite de la tangehta la courbes” au point d’abscisse 2 egt= —§x+ 2.
TracerT sur le graphique précédent.

- . . 1
2. On définit la fonctiorg sur l'intervalle [0 ; +oo[ parg(x) = f(x) + X 2.

a) Démontrer que la fonctiogest décroissante sur l'intervall@; 2] et croissante sur l'intervallR ; +ool.
b) Calculerg(2). En déduire le signe dgsur l'intervalle[0 ; +oo[. Interpréter graphiquement le résultat.

3. a) Hachurer sur le graphique, le domainelélimité par la courb&’, la droiteT, la droite d’équatiorx = 2
et 'axe des ordonnées.

b) Calculer I'aire du domaing en cnf. On donnera la valeur exacte puis la valeur arrondie .10

EXERCICE 15

La courbes’ ci-dessous, appelée courbe de concentration de Loremzcoempte de la concentration du revenu
des ménages.

Cette courbe représente la fonctibdéfinie sur I'intervalld0; 1] par f (x) = xe*1. Ainsi, f (x) est le pourcentage
du revenu percue par le pourcentagges ménages ayant les plus bas revenus.

La droite (OA) a pour équatioly = X.

Part cumulée du revenu

1,0 A
0,8 //
/
/
0,6 /
/
/
0,4 4
7
0,2 o
,/
7 B
@] 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Part cumulée des ménages

1. Calculerf(0,5) et f(0,95). Interpréter les résultats.

2. On appelley I'indice de Gini égal au quotient de I'ait¢’ du domaine compris entre la coureet la droite
(OA) par l'aire du triangleDAB.

1
a) Montrer quey = 1—2/ f(x)dx.
0

b) Vérifier que la fonctiorF définie sur l'intervalle[0; 1] par F(x) = (x — 1)&*~! est une primitive de la
fonction f.

c) Calculer I'arrondi au milliéeme prés de l'indice de Gini
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EXERCICE 16

On désigne paf la fonction définie suiR par f(x) = xe!=%% ., On noteC; sa courbe représentative dans le
plan muni d’'un repére orthonormal.

1. Etudier le signe dé.
2. a) Calculer la limite de la fonctioh en —oco.

b) Vérifier que, pour tout nombre régl f(x) = (2— 2X)e* avecX = 1— 0,5x. En déduire la limite de la
fonction f en+o0. Interpréter graphiquement ce résultat.

3. On notef’ la fonction dérivée de la fonctioh.
a) Démontrer que pour tout nombre réef’(x) = (1— 0,5x)et—0
b) Dresser le tableau complet des variations de la fondtion

4. On admet qu'il existe deux réedsetb tels que, pour tout réed la fonctionF définie surR par
F(x) = (ax+ b)el~%% est une primitive de la fonctioh surIR.

a) Déterminer les valeurs exactes des raalsb.

b) Déterminer la valeur, en unités d’aire, de I'aire de Iaipatu plan délimitée par la courl@ , I'axe des
abscisses, I'axe des ordonnées et la droite d’équatie2.

EXERCICE 17

On considére la fonctiori définie surR par f(x) = e+ = . On noteC; sa courbe représentative dans un

repére orthogonal du plan d’origine Qrfités : 2 cm sur I'axe des abscisses et 0,5 cm sur I'axe desokks
La partie hachurée ci-dessous est limitée par la colifbBaxe des abscisses, I'axe des ordonnées et les droites
d’équationx = —1 etx = 1.

<
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RN — '
-2 -1 0 1 2 3 4 5 | X

1. Montrer que la droite d’équation= )—2( est asymptote a la courl®® en-+co.
2. a) Calculerf’(x).
s 1
b) Résoudre dank I’mequatloné —el™*>0.

c) Etablir le tableau des variations de la fonctibnEn déduire le signe dé.
3. Calculer, en ¢ l'aire < de la partie hachurée.
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EXERCICE 18

Le tableau suivant donne I'évolution du chiffre d’'affaifgsA), en millions d’euros, sur la période 2001-2008
d’'une entreprise.

Année 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
Rangx; du 'année 1 2 3 4 5 6 7 8
CAYy 146 162 178 200 229 258 293 338

Le nuage de pointsl;(x;; yi) associé a cette série statistique est représenté ci-desdans un repére orthogonal.

360

320

280

240

200

160

120
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1. a) Déterminer une équation de la droffed’ajustement deg en x obtenue par la méthode des moindres
carrés. Tracer la droit¢’ dans le repere précédent
b) A l'aide de cet ajustement, déterminer le chiffre d’afajue cette entreprise peut prévoir en 2010.
2. a) Calculer le pourcentage d’évolution annuel moyen difretd’affaires entre les années 2001 et 2008.

b) Avec une augmentation annuelle de 11 % du chiffre d'afgimquel chiffre d’affaire cette entreprise
peut-elle prévoir en 2010 ?

3. Pour effectuer un ajustement exponentiel du nuage, anzesin (y;).

a) Recopier et compléter le tableau suivant en arrondissangleurs de; au milliéme.

Xi 1 2 3 4 5 6 7 8

Z 4,984

b) Déterminer une équation de la droite d'ajustemert elex obtenue par la méthode des moindres carrés.
(coefficients arrondis au centiene

c) En déduire une relation entyeet x de la formey = AeBX, A et B étant arrondis au centiéme.

4. En supposant que cet ajustement reste valable pour |éssBnivantes :
a) Donner une estimation du chiffre d'affaire de I'entrgpren 2010.
b) A partir de quelle année, le chiffre d’affaire de cetterepitise dépassera-il 500 millions d’euros ?

EXERCICE 19 (D’aprés sujet bac Polynésie Septembre 2010

Le tableau ci-dessous donne, en milliers, le nombre de dwmaan « .fr » gérés par I'AFNIC, organisme qui
centralise les noms de domaine Internet, pour les mois delgs années 2001 a 2008 :
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Année 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
Rangx; de I'année i< 8 1 2 3 4 5 6 7 8

Nombrey; des domaines el

o . 1105,045 128,927 | 143,741 | 224,452 | 344,465 | 463,729 | 811,674 | 1125,161
«.fr», en milliers, 1<i < 8

(Source : AFNIC, 2009
Le nuage de points associé a cette série statistique est dodessous.

nombre de domaines en .fr en milliers

1100

1000

900
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700
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rang de I'année
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

1. Calculer, en pourcentage, 'augmentation du nombre deades en « .fr » entre juin 2001 et juin 2002,
arrondi a 1 %.

2. a) Expliquer pourquoi un ajustement affineydenx ne semble pas justifié.

b) On cherche alors un ajustement exponentiel. Pour taut & 8, on pose = Iny;.
Recopier sur votre copie et compléter le tableau ci-desseersles valeurs dg arrondies au centieme :

Rang de l'année;

1<i<8 1 2 3 4 5 6 7 8

z=Iny;1<i<8

c) A l'aide de la calculatrice et en utilisant les donnéesahlgau précédent, donner une équation de la
droite d'ajustement deenx par la méthode des moindres carrés sous la farmeax+ b (les coefficients
seront arrondis au centieme).

d) Endéduire qug=60,34&"3% ol les coefficients sont arrondis au centiéme, est un ajestesxponentiel
possible.

3. a) En utilisant le modéle trouvé a la question 2. d., qudkeasombre estimé de domaines en « .fr » en juin
2009 ? (le résultat sera arrondi au millier).
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b) Sil'erreur commise en utilisant le modéle proposé egtriatire a 1 %, on considére que le modele est
pertinent.
Enréalité, le relevé de juin 2009 de 'AFNIC indiquait 1 41526domaines en «.fr». Le modéle proposé
est-il pertinent ?
4. a) Résoudre dans l'intervall@ ; 4+oo[ l'inéquation 60343 > 10000 (le résultat sera arrondi au dixiéme).

b) En déduire, en utilisant le modéle trouvé a la question,2 @artir du mois de juin de quelle année le
nombre de « domaines en .fr » dépassera 10 millions.

EXERCICE 20

Les fonctions d’offre et de demande d’un produit sont dédisier[0; 10 par :
x_1

— fonction d'offre f(x) = e~z ;

— fonction demandg(x) = € s.

Oux est la quantité en milliers d’articles &fx) etg(x) sont des prix unitaires en euros.

1. Etudier les variations des fonctiofisetg.

2. Déterminer une équation de la tangente a la courbe repadise de la fonctiorf au point d'abscisse 6.

3. Les courbes représentatives des fonctibasg sont données ci-dessous. Au pdind’équilibre du marché,
le prix po en euro demandé par les consommateurs est égal au prixeddff producteurs et la quantité
échangée sur le marché en milliers d’articles est égale a

prix

71\ /

N

ofre

Pk
2 ~

2 > T~

» | démande

0

7
%
]

SN NNARANNAN

X/
/
[

o
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1(puantité

Calculer la quantité d’équilibrgg en nombre d’articles et le prix d’équilibngy arrondi au centime d’euro
pres.

o
4. On considére les nombré&/ g(x)dx etJ = ppgo. Donner une interprétation graphiqueldeJ.
0

5. On admet que la quantité d’équilibng est de 6 milliers d’articles.

6
a) Exprimé en milliers d’euros, le surplus des consommaj@st donné p&y = / g(x)dx— 6e. Déterminer
S . 0
le surplus des consommateurs arrondi a I'euro prés.

b) Laire S, du domaine hachuré représente en milliers d’euros, lesiges producteurs. Déterminer le
surplus des producteurs arrondi a I'euro pres.
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EXERCICE 21 (D’'aprés sujet bac Amérigue du Sud 2911

Une substance médicamenteuse est injectée par voie ineage. Dans les heures qui suivent l'injection, la
substance est éliminée par les reins.

La quantitég; de substance présente dans le sangri{ milligrammes) a l'instartt (tj en heures) a été mesurée
par des prises de sang toutes les deux heures.

t; (en heures) 0 2 4 6 8
qi (en mg) 9,9 7,5 55 3,9 3

PARTIE A- Modélisation par une fonction affine

Le nuage de points associé a la sétie q;), est représenté ci-dessous, dans un repere orthogonal.

g (en mg)

2D

1. Déterminer, a l'aide de la calculatrice, une équationaddrbite (D) d’ajustement affine dg ent par la
méthode des moindres carrés. On donnera la valeur des s#ffiarrondie au centieme.

2. Tracer la droitéD) sur la feuille annexe.

3. En supposant que ce modele reste valable pendant 12 hdoreser une estimation de la quantité de
médicament présente dans le sang au bout de 12 heures.

PARTIE B - Autre modélisation

In (q)
In(10)°
1. Compléter le tableau ci-dessous. On arrondira les \@kucentiéme.

On posey; =
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ti (en heures) 0 2 4 6 3
yi (au centieme pres

2. a) Déterminer, a 'aide de la calculatrice, une équatiedadformey = at + b de la droite d’ajustement
affine dey ent par la méthode des moindres carrés. On arrorai&d 0 3 etb & I'unité.

b) Montrer que I'expression dg en fonction det obtenue a partir de cet ajustement est de la forme :
q(t) = Be~A (on donnera I'arrondi au centiéme Aeet la valeur deB arrondie a I'unité).

3. Soitf la fonction définie sur l'intervallé0 ; 12 par f(t) = 10e %1%,
a) Etudier le sens de variation de la fonctibn

b) On suppose que la quantigéde substance présente dans le sang a l'insténéxprimé en heures) est
donnée pagq(t) = f(t) pourt variant de 0 & 12 heures.
Calculer a 10 prés la quantité de substance présente dans le sang au dduhdares.

¢) En comparant les réponses trouvées a la question prdeéatenla question 3 de la partie A, dire lequel
de ces deux modéles vous parait le mieux adapté a la situation

PARTIE C - Valeur moyenne
200
e 015

1. SoitF la fonction définie sur l'intervallé0 ; 12 parF (t) = — 3

Montrer queF est une primitive dd sur[0; 12.
10
2. Soitl — / F(t)ct.
0
Calculer la valeur exacte depuis en donner une valeur approchée au centiéme pres.

3. En déduire, a un dixieme de milligramme pres, la quantiigenne de substance médicamenteuse présente

dans le sang pendant les 10 heures qui suivent I'injection.

EXERCICE 22 (D’aprés sujet bac Nouvelle Calédonie 2007

PARTIE A
On considére la fonctioh définie et dérivable suR parh(x) = € — 7€'+ 6. On notel' sa fonction dérivée.
1. a) Calculer la limite de la fonctionen —co.

b) Calculer la limite de la fonctiohen+oo;
(on pourra utiliser I'égalité vraie pour tout réel h(x) = € (e* — 7+ 6e¥)).

2. Calculerh [In <;>] , h(0) puish(In6).

3. Déterminer par le calcul I'imad#(x) d’un réelx par la fonctionh’ et étudier les variations de la fonctibn
Dresser le tableau de variations de la fonctiogt faire figurer les résultats des questions précédentes dan
ce tableau.

4. En déduire le tableau des signes de la fondtion

PARTIE B

On considére les fonctionset g définies sulR par f(x) = 6 —6e * etg(x) = & — 1.
On note% et ¢y les courbes représentatives des fonctibred g dans un repere du plan d'unités graphiques :
2 cm en abscisses et 1 cm en ordonnées. Les codtbessy sont données en annexe.

1. Démontrer que le point de coordonnéles ; 5) est un point d'intersection des courbié€s et 6.
h(x)

=
b) Déterminer, par le calcul, la position relative des cesft; et¢y.

3. On noteZ le domaine du plan limité par les courlbes, ¢y et les droites d’équations respectives: 0 et
x=1In6.

2. a) Démontrer que, pour tout réelf (x) —g(x) = —
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a) Hachurer le domaing sur le graphique donné en annexe.
b) Calculer la valeur exacte de I'aire du domaiieen cnf puis en donner une valeur approchée arrondie

au centiéeme.
y gg / —| q
_— i
) S /
. yavi
/
3 /
/
1T/ S
1 /' I/
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[
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ACTIVITE 1

M" et M™M€ X assistent a une réunion. Il y a trois autres couples dassi$tance et plusieurs poignées de mains
ont été échangées.

Personne ne serre sa propre main et les époux ne se serrénnpss.

Deux personnes quelconques de I'assemblée se serrentlampius une fois.

M'" X constate que les autres personnes ont échangé des poilgnéesns en nombres tous distincts.
Combien de poignées de main$ & M™€ X ont-ils échangé avec les autres membres de la réunion ?

ACTIVITE 2

On a un groupe de 20 personnes. Si deux personnes se conta#ies se serrent la main. Si deux personnes
ne se connaissent pas, elles ne se serrent pas la main.

Que pensez vous de la conjecture suivante : « on peut troawer |d groupe deux personnes qui serrent le
méme nombre de mains » ?

ACTIVITE 3

Comment tracer cing segments sur une feuille, de telle manige chague segment en coupe exactement trois
autres ?

| GRAPHES PREMIERES DEFINITIONS

De maniéere générale, un graphe est un ensemble de sommetttsi(ou arcs) reliant ces sommets.
Il existe différents types de graphes, orientés ou non, tarigant plusieurs arcs entre deux sommets.

<

®

Graphe Gi Graphe Gy Graphe Gg3 Graphe Gy

1 DEFINITIONS

Un graphe non orient& = (SA) est déterminé par la donnée de deux ensembles :
— un ensemble fini non vid@dont les éléments sont appeEsnmets
— un ensembl@ de paires de sommets appeléestes

SiS= {X1,%, - ,Xn} estI'ensemble des sommets d'un graghene arétede 'ensembleA s’écrita= {x;,X; }
oux etx; sont lesextrémiteglea.

Les sommets; etx; sont alorsadjacentsdans le graph& et on dit qu’ils sonincidentsavec l'arétea.
Lorsque les deux extrémités sont confond(es= x;) I'aréte s’appelle undoucle

Deux arétes sont dites paralléles lorsqu’elles ont méniesraiés.

ORDRE D’'UN GRAPHE

On appelle ordre d'un graphe le nomiirg de sommets de ce graphe.

Par exemple :
les graphes$s; et G, sont d’ordre 4 ; le graph€&s est d’'ordre 5 et le graph®,4 est d’'ordre 7.

GRAPHE SIMPLE

Un graphe est disimplesi deux sommets distincts sont joints par au plus une aré&té est sans boucle.

A. YALLOUZ (MATH@ES) 150


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée Camille SEE R )
Année 2011-2012 INTRODUCTION A LA THEORIE DES GRAPHES Te ES

GRAPHE ORIENTE

Un graphe peut étre orienté une aréte est alors appelégudn arc est defini par un couple ordonfex;)
de sommets.

REMARQUE
A tout graphe orienté, on peut associer un graphe simple.

Par exemple sur un plan de ville ou sont indiquées les ruesrenuniques, un piéton ne tiendra pas compte de
I'orientation pour se déplacer.

Au graphe orienté % on associe le graphe @
simple

SOUS GRAPHE

Il arrive que dans certains problémes on ait besoin de céresidine partie d’'un graphe :

G' = (S,A’) est un sous-graphe d&= (SA) si S est un sous ensemble 8@t A’ un sous ensemble detel
gue les extrémités des arétesAdsont des sommets &

Si A est constitué de toutes les aréted\d®yant pour extrémités les sommetsJalors on dit ques’ = (S,A)
est le sous-graphe engendré Bar

EXEMPLE

Q) e S
S1 S . S5 s
S Sy s @
S7 S3 o
S3

Graphe G Gy est un sous graphe de G Gz estle sous graphe de G

engendré par {$,%,S5,56,57}

GRAPHE COMPLET

Un graphe compldk,, est un graphe simple d’'ordre> 1 dont tous les sommets sont deux a deux adjacehts.

A KA ¥

Deux représentations d(y
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2 DEGRE D'UN SOMMET

On appelle degré d'un sommet le nombre d’arétes dont ce sbastgne extrémité (les boucles étant comptées
deux fois). Ce degré vaut 0 si le sommet est isolé.

EXEMPLE
Dans le graphe ci-contre, les degrés des sommets sont : s (?Q
6
Sommef s ) 3 $4 S5 S6 Sr
Degré 2 4 2 3 2 1 0 S 4
S3

DEGRE D'UN SOMMET DANS UN GRAPHE ORIENTE

Soitsun sommet d’'un graphe orien@
— Onnoted ™ (s) le degré extérieur du sommetc’est-a-dire le nombre d’arcs ayastomme extrémité initiale.
— On noted™ (s) le degré intérieur du sommstc’est-a-dire le nombre d’arcs ayatomme extrémité finale.
Le degré du sommetest :

d(s)=d"(s)+d (s)

EXEMPLE
Dans le graphe ci-contre, les degrés des sommets sont :

d*(s1) =2 etd () = 1 d'oud(sy) = 3 O)

df(s) =2etd () =3 doud(s;) =5

df(s3) =1etd (s3) =4 doud(s3) =5

df(s4) =2etd (4) =1doud(sy) =3

df(ss) =2etd (s5) =1doud(ss) =3

df(ss) =1etd (s5) =0doud(ss) =1

S4 S3

REMARQUE

Dans un graphe orienté, la somme des degrés extérieureatiaesdes degrés intérieurs sont égales au nombre
d'arcs.
Si on notea le nombre d’arcs d’un graphe orienté algrd ™ (s) = Sd(s) =

Par exemple si dans une réunion on échange des cadeaux, beendencadeaux offerts est égal au nombre de
cadeaux recus, c'est le nombre de cadeaux échangés.

THEOREME

La somme des degrés de tous les sommets d’'un graphe est éfgale fois le nombre d’arétes de ce graphe
c’est donc un nombre pair.

Démonstration

Lorsqu’on additionne les degrés des sommets, une aréterapt&e deux fois, une fois pour chaque extrémité.

COROLLAIRE

Dans un graphe, le nombre de sommets impairs est un entier pai

Démonstration

Soit pla somme des degrés des sommets painglatsomme des degrés des sommets impairs.

m+ p est égal a la somme des degrés des sommets c’est donc un rpairlilencm est un nombre pair.
Or une somme d’entiers impairs est paire si, et seulemeihiysi,un nombre pair de termes.

On en déduit que le nombre de sommets impairs est un entrer pai
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PROPOSITION

‘ Dans un graphe simple d’ordre> 1, il existe deux sommets distinctsets; ayant le méme degre. ‘

Démonstration

Soit G un graphe simple d’'ordre > 1. Le degré d’'un sommetquelconque du graph® est un entied(s) tel
que : 0<d(s) <n—1.

Supposons que les degrés des sommets soient différents.

Les degrés dessommets sont les entief§,1,--- ,n— 1} et il existe un sommes de degré 0 et un sommst
de degrén— 1.

Or sid(sj) = n—1 cela signifie qu'il est adjacent a tous les sommets du grapbe particulier au sommst
doncd(s) >1

Ce qui est en contradiction avegs ) > 0.

3 REPRESENTATION MATRICIELLE D 'UN GRAPHE

SoitG = (SA) un graphe d’ordre dont les sommets sont numérotés deril a

La matrice d’adjacence d8 est égale a la matrice carré = (m;) de dimensiom x n ot m; est égal a
nombre d’arétes d’extrémités les sommeiasts;.

Dans le cas d’'un graphe orientd; est égal au nombre d’arcs ayant pour origine le songn@tpour extrémit
finale le sommes;.

EXEMPLES
5 1100
% 1000
1. La matrice d’adjacence du graphe orie@gestM (G;) =
Gy j grap gestM(C) = | , o
S 0010
S3
S1
0110
S
2 La matrice d’adjacence du graphe sim@@gestM (G) = 1 o110
G ) grap 227111 0 1
S 0010
S3
REMARQUES

1. La matrice d’adjacence d’'un graphe non orienté est syquiétr
2. La diagonale de la matrice d’adjacence d’un graphe simgpleomporte que des 0.

3. La demi somme de tous les coefficients de la matrice d'edf@ d’'un graphe non orienté est égale au
nombre d'arétes de ce graphe.

4. La somme de tous les coefficients de la matrice d’adjacémecegraphe orienté est égale au nombre d’arcs
de ce graphe.

— La somme des coefficients de la lignest égale au nombre de successeurs du somet
— La somme des coefficients de la colonmst égale au nombre de prédécesseurs du sogimet

>
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4 GRAPHES ISOMORPHES

Deux graphes isomorphes ont la méme structure : peu im@oféedn dont ils sont dessinés, il est possible de
déplacer les sommets pour que 'un soit la copie conforméadéeé.

EXEMPLE

Considérons les trois graphes ci-dessous :

Les trois graphes ont le méme ordi®, le méme nombre d’'arété9) et les sommets des trois graphes sont
tous de degré 3.

Or dansB il y a deux sous graphes complets d’ordre 3 ce qui n'est paadgour les graphesetC. DoncB
n'est pas isomorphe/A&etC.

Montrons que les grapheéset C sont isomorphes.

ag Y] C1 C3 Cs

as ag C2 C4 Ce

Les sommets étant numérotés comme indiqué ci-dessus legmhes ont la méme matrice d'adjacence :

01010 2
101010
010101

Ma = Mc —

ATTCT 11 0101 0
010101
1010010

DoncA etC sont isomorphes.
REMARQUES

— Le grapheB estplanaire : on peut le dessiner sans que ses arétes se croisent.

— Le grapheC (ou A) est un graphéiparti : il existe une partition de son ensemt3ale sommets en deux
sous-ensemblexs etY telle que chaque aréte du graphe a une extrémité dad$autre dan¥’'.
Ce n’est pas un graphe planaire, il estimpossible de lerrssans que ses arétes se croisent.
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ACTIVITE 1

\Voici le plan de trois étages d’'un musée. A chaque étage, siteni se rend compte qu'il peut choisir un
itinéraire passant une seule fois par chague piéce.

Pour chacun des étages :

Est-il possible de faire le tour de I'étage en passant exaanée une seule fois par chacune des portes ?
Dans ce cas, ou faut-il placer les portes d’entrée et deesiti’étage pour que ce parcours reste possible ?

1°" étage

2° étage
| 1
— 1 — [
—— 1|
— 1 — \
| |
3% étage
1 1
—— 1|

ACTIVITE 2

Voici un plan de la ville de Kénigsberg :

c mv\?
s

Est-il possible de se promener en ne passant qu’une seslguiochacun des sept ponts ?
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Il CHAINES, CYCLES ; CONNEXITE

Les graphes sont souvent utilisés pour modéliser des pnelsi@ssociés a des parcours ou a des successions
d’actions. Pour cela, on introduit la notion de chaine.

1 DEFINITIONS

SoitG = (SA) un graphe non orienté. Une chaine est une liste finie et atata sommets et d’arétes, débutant
et finissant par des sommets, telle que chaque aréte estriteidvec les sommets qui I'encadrent dans la liste.
Le premier et le dernier élément de la liste sont les extésmititiale et finale de la chaine.

Si le graphe est simple, on peut définir une chaine par ladestes sommets ou de ses arétes.

1. Lalongueur d’'une chainest égale au nombre d’arétes qui la composent.

Une chaine dont toutes les arétes sont distinctes esthaiige simple

Une chaine dont tous les sommets (sauf peut-étre lesratdsd sont distincts est urnbaine élémentaire
Unechaine est fermés I'origne et I'extrémité finale de la chaine sont conforslue

o > 0D

Une chaine fermée est ayclesi elle est composées d'arétes toutes distinctes.

REMARQUE

Les défnitions précédentes, peuvent étre transposées alesgraphes orientés.
On parlera dehaine orienté®u cheminet decycle orientéou circuit.

EXEMPLE =2
Dans le graphe ci-contre :
— La chaine{s; s1;%; S2; %0; B85 %) 9; S0: S5; S est une chaine fermée de s st
longueur 10.
— Lachaing(s;; »; S3; S0; S1; S5} est une chaine élémentaire de longueur 5.
— Lachaing(s;; ; S; S35 &; S; Ss5; S1} est un cycle de longueur 7.
S S5

2 CHAINES DE LONGUEUR DONNEE

NOMBRE DE CHAINES

SoitG un graphe eM sa matrice d'adjacence.
Le nombre de chaines de longueybignant le sommetau sommej est donné par le terme d’indicg de la
matriceM".

DISTANCE

SoitG un graphe ; sk ety sont deux sommets d&, la distance de ay notéed(x,y), est la longueur d’une plus
courte chaine dé reliantx ay.

REMARQUES
— Ladistance d’'un sommet a lui méme est nulle.
— S'il nexiste pas de chaines joighant deux sommaetdsy, la distance de ay est infinie.

DIAMETRE

On appelle diamétre d’'un graphe la plus grande des distamtesdeux sommets du graphe.

EXEMPLE
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S
01000 0
101000 s S
. 010110 . . . S1
SoitM = la matrice d’adjacence du grapfeci-contre
001011
001101
000110 S S5

On obtient les nombres de chaines de longueurs donnéescetanales matrices suivantes :

101000 020110 20 4 1 1 2
020110 2 04112 06 2 7 7 2
vz_ |1 03112 M |0 4266 2 va_ |4 2 16 10 10 12
011321 116 455 1 7 10 16 15 9
011231 1160545 1 7 10 15 16 9
00211 2 02255 2 2 212 9 9 10

Il'y a 3 chaines fermées de longueur 2 d'origine le sonszed chaines de longueur 3 entre les somragtt
ss et 2 chaines de longueur 4 entre les sommeett ss.

01 2 3 3 4
1 012 2 3
. . e, 21 011 2
La matrice des distances entre les différents sommef3 esf .
321011
321101
4 3 2 110

Le diametre du graphe est 4.

3 CONNEXITE

Un grapheG est connexe s'il existe au moins une chaine entre deux s@muelconques.

Autrement dit : Un graphe est connexe si on peut atteindmapoite quel sommet & partir d’'un sommet
guelconque en parcourant différentes arétes

ALGORITHME

L'algorithme suivant permet de déterminer tous les sompgitpeuvent étre atteints a partir d’'un sommet.

SoitG un graphe ex un sommet dé :

Marquer provisoiremeniaf crayon le sommei ;

TANT_QUE des sommets sont provisoirement marquése
choisir un sommey provisoirement marqué;
marquer provisoirement les sommets adjacents non marqués;
marquer définitivementg(I’encre) y;

FIN TANT_QUE

Si tous les sommets sont définitivement marqués alors ldhgrapt connexe, sinon on a obtdalwclasse de
connexitédu sommexk.

La figure suivante illustre cet algorithme sur un graphe
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S1 S1 Sil S1

s S s S S S s Y
Le graphe n’est pas connexe, il n’existe pas de chaine @stimmmhmets; ets,.

4 CHAINE ET CYCLE EULERIEN

DEFINITION

Un cycle eulérienrgspectivement une chaine eulériendans un graph& est un cycle respectivement une
chaing contenant chaque aréte Gaune et une seule fois.

THEOREME 1

‘ Un graphe connexe admet un cycle eulérien si, et seulemeatisises sommets ont un degré pair.

Démonstration

Si le graphe posséde 0 ou 1 sommet, la preuve est triviale, supposerons donc que I'ordre du graphe est
supérieur ou égal a 2.
Si le graphe connexe admet un cycle eulérien alors en chammmet le cycle eulérien « entrant » dans le
sommet doit « ressortir » et comme les arétes du cycle ne peétre utilisées qu’une fois, chaque sommet est
de degré pair.
Réciproquement :
Soit G un graphe connexe dont tous les sommets sont de degré pair.
CommeG possede au moins deux sommets, tous les sommeEssdat de degré supérieur ou égal a 2. Ceci
implique qu'il existe au moins un cycle daGs
Formons un cycl€, dansG ( chaine fermée dont toutes les arétes sont distinctes ).
— SiC; contient toutes les arétes du graphe adedmet un cycle eulérien et le théoréme est démontré.
— Dans le cas contraire, le sous graphee G défini par les arétes non utilisées @ara tous ses sommets de
degré pair, le cycle contenant un nombre pair d’arétes emtess pour chaque sommet.
CommeG est connexeH posséde au moins un sommet commun avec le €cl&oitx; un tel sommet.
Construisons alors, de la méme maniére que précédemmenyicleC, dansH a partir dex;.
En insérant dans le cyclg; a partir du sommex; le cycleCy,0n obtient un cycl€€]. Si ce cycle contient
toutes les arétes dg, C; est le cycle eulérien cherché.
Sinon, on continue ce processus, qui se terminera car lesmistalu graph& sont en nombre fini.

THEOREME 2

' Un graphe connexe posséde une chaine eulérienne si, ansatils, le nombre de sommets de degré impair
estégalaOou 2.
Sile nombre de sommets de degré impair est égal a 2, alorsdgsdmmets de degré impair sont les extrémités
de la chaine eulérienne

Démonstration

Soit G un graphe connexe. Sile nombre de sommets de degré impainleators le graph& admet un cycle
eulérien.

Si le nombre de sommets de degre impair est égal a 2sSai$; les deux sommets de degré impair.

Le grapheG’ obtenu en ajoutant I'arétgs; au graphes est connexe et tous ses sommets sont de degré3air.
admet un cycle eulérien dont I'origine est le sommet

Par conséquert contient une chaine eulérienne qui commencs ehse termine es;.
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ALGORITHME

Les démonstrations précédentes permettent de constneérehaine eulérienne dans un graphe connexe dont
le nombre de sommets de degré impair est 0 ou 2.

sI deux sommets sont de degré impaiors
\ construire une chaine simpglkayant pour extrémités ces deux sommets ;
FIN SI
sl tous les sommets sont de degré paiors
\ construire un cycl€ a partir d'un sommet quelconque ;
FIN SI
marquer les arétes d&
TANT_QUE il reste des arétes non marquéesire
choisir un sommet deC;
si il existe un cycle d’origine x ne contenant aucune des andt@g|UéeXLORS
marquer les arétes du cycle d’origire
remplacer dan€ le sommel par le cycle d’originex;
FIN SI

FIN TANT_QUE

EXEMPLE

Le cycle{s:; Ss; S5; S7; S3; ;3 &2 S1} contient tous les sommets du graphe
G ci-contre.

DoncG est connexe.

Il N’y a que deux sommets de degré impaiet ss.

Il existe une chaine eulérienne commencant d’extrénsitésss.

ETAPE 1
Les deux sommets de degré impair sanetss
On construit une chaine simple joignant ces deux sommets ;

C={s1,%;%;S3;%; S5}

ETAPE 2

Le cycle simplec; = {S; 15 S1; S6; S5; S2} ne contient aucune des arétes
de la chaine.

On fusionne la chain€ avec le cyclec; en remplagant le sommet dans

la chaineC par le cyclec;.

C={81,9:%4,51:%:%;%; S, S84}
Il reste encore des arétes non marquées, on recommenge |Zta

Le cyclec; = {s3; S7; S5; S3} ne contient aucune des arétes de la ch@ine
On fusionne la chain€ avec le cyclec, en remplacant le sommes dans
la chaineC par le cyclec,.

C={S1,9,%:5:%:%:9:%: %85S, %8 %4; S}
Toutes les arétes sont marqué&esst une chaine eulérienne.
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Il COLORATION DES SOMMETS D’'UN GRAPHE

La coloration des sommets d’'un graphe est une fonction tiba une couleur a chaque sommet de telle sorte
gue deux sommets adjacents n'ont pas la méme couleur.
Unek-colorationd’un grapheG est une coloration des sommets@etilisantk couleurs.

REMARQUE

Un sous-graphe establesi ses sommets ne sont reliés par aucune aréte.
Une coloration avek couleurs est donc une partition de I'ensemble des somméts@us graphes stables.

1 NOMBRE CHROMATIQUE

Le nombre chromatiqueaoté x (G) d’'un graphe est le plus petit nombre de couleurs nécesgaescolorier
les sommets, de sorte que deux sommets adjacents distinstsamt pas de la méme couleur.

EXEMPLE

Soit E un ensemble de candidats a un exameX ¢ensemble de toutes les épreuves possibles. Tous les
candidats devant passer une éprexjia passent ensemble.

Chaque candidat ne passe qu’une épreuve par jour. Quelresnlere minimum de jours nécessaires pour que
tous les candidats passent leurs examens ? (cf. Exécice

En prenanX comme ensemble de sommets et en tragant une aréte entreteetss; etx; lorsqu’un candidat

au moins est inscrit aux deux epreuxestx;, le probleme revient a chercher le nombre chromatique dehgra

CAS PARTICULIERS

1. Pour le graphe complé&t,, le nombre chromatique est
Démonstration

Comme un sommet donné est adjacent auxl autres sommets, il faut au moinsouleurs pour obtenir
une coloration valide d&n.

Avecn couleurs (une pour chaque sommet), on obtient une colardé&, et x (K,) = n.

2. Le nombre chromatique d’un cycle est 2 si la longueur deycke @st paire, 3 si la longueur de ce cycle est
impaire.

@ ] @

@ @
Cycle pair Cycle impair

2 ENCADREMENT DU NOMBRE CHROMATIQUE

On ne connait pas de formule permettant de déterminer le moafisomatique d’'un graphe quelconque. La
plupart du temps, il faut se contenter d'un encadrement dubne chromatique.

Soit G est un graphe, on not§G) le plus grand des degrés des sommets alg(&S) < d(G) + 1.
Pour tout sous graphe deG: x(H) < x(G).

Démonstration

— Soitd(G) le degré maximum des sommets d'un gragh&€onsidérons une liste dd(G) + 1) couleurs.
Chague sommet du graphe est adjacentd#G) sommets au plus, ses voisins utilisent au maxinu{@)
couleurs, le nombre de couleurs déja utilisées pour com®sommets est donc inférieur ou égel&).

Il reste donc au moins une couleur non utilisée dans la listeodlleurs, avec laquelle nous pouvons colorer
le sommexk. Ainsi, x(G) < d(G) + 1.

— SoitH un sous graphe d8. Si une coloration dél nécessité couleurs, il en va au moins de méme pour le

grapheG et x (G) > k.
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3 COLORATION GLOUTONNE

Colorier de facon gloutonne un grapferevient a colorer les sommets @eles uns apres les autres avec la
plus petite couleur disponible qui ne soit pas déja cella dommet adjacent.

ALGORITHME DE WELSH ET POWELL

SoitG un graphe d’ordre, I'algorithme de Welsh & Powell consiste a colorer le graphevisitant les sommets
par ordre de degré décroissant.

X est la liste des sommets triés par ordre de degré décroissaest la liste des couleurs utilisées ;
POUR_CHAQUE sommet X X FAIRE
POUR_CHAQUE couleur ¢ de la liste C dans I'ordre de créatiomire
si le sommet x n’est adjacent a aucun sommet colorié paoes x est colorié avec la coulewy
IN POUR_CHAQUE
I le sommet x n'est pas colori¢ors
on ajoute une nouvelle couledra la listeC des couleurs;
le sommexk est colorié avec la couleuwf;
FIN SI
FIN POUR_CHAQUE

n T

EXEMPLE

On dresse la listX des sommets rangés par ordre de degré décroissants,
>

X={s1,%,9,%;%,;S,; 57, S8}

@)

&0
AN
& &

La listeC des couleurs utilisées est viGe= {&'}

ETAPE 1

Le sommets; n'est pas colorié.

On ajoute la couleut; & la liste des couleu = {c; }
On attibue la couleue; au sommes,; s

K@)
k@)

ETAPE 2
Le sommet, n'est pas adjacent au somnsgtil recoit la couleurcy

K@)
k@)

Vo W N
NN N N )

ETAPE 3

Le sommet; est adjacent au sommat il ne recoit pas la couleun;
On ajoute la couleut; & la liste des couleuS = {c;; C}

On attibue la couleut, au sommes,

ETAPE 4

Le sommets; est adjacent aux sommeds et s, il ne peut recevoir les
couleursc; ouc,

On ajoute la couleues & la liste des couleuG = {c;; Cp; C3} s
On attibue la couleuez au sommes;

©0O
s

S7

ETAPES 5-6-7-8

0O) 1
N ) O LI
A chaque passage, les somm&tsss, S7, Ss peuvent recevoir la coulewp 2 s
S8 S
L'algorithme donne une coloration avec 3 couleurs alorsapiex couleurs suffisent
S7 S
O @
St S S3 S
S S5
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IV PLUS COURT CHEMIN

La recherche du meilleur itinéraire que ce soit en distagee¢emps ou en codt d’'un point a un autre peut étre
modélisée par la recherche du plus court chemin dans ungraph

Dans ce paragraphe, on s'intéresse a la recherche d’'ungusahiemin dans un graphe entre deux sommets
donnés.

1 GRAPHE PONDERE

On appellegraphe pondéréun graphe (orienté ou non) dont les arétes ont été affedtéasnombre appelé
poids (ou codt).

Par analogie avec la matrice d'adjacence, on peut définirdaiice des poid$(a; ;) du graphe, dont les
coefficientsa; j correspondent aux poids des arétes (ou des arcs dans lainagaphe oriente) :

0 sii=]
g j=q oo s'iln'existe pas d’'arétes (ou d’arc) entre les somnxgts X;
pij oup; estle poids de I'aréte (ou de l'arc) entre les sommetd x;

On utilise le symbolexo pour indiquer gu’il n'y a pas d'arétes entre deux sommets.

EXEMPLE
8 Les sommets du graphe étant rangés dans l'ordre
A > B alphabétique :
[
o 7 A o 0 8 o0 oo 3 o
7 0 2 oo oo 10
1k 6 2 p_ | 6 0 3 o ™
11 -
K 11 oo 0o 0 o 3
7 oo 4 o0 12 0
i < y © oo 1 o 11 0
D 3 C

2 LONGUEUR D'UN CHEMIN

SoitC(x,y) un chemin (ou une chaine) dans un graphe pon@ééa sommek vers le sommey. La longueur
de ce chemin est égale a la somme des poids de chacun arcs ¢loacdee des arétes) qui le constituent.

REMARQUE

Cette définition généralise la définition de la longueur d'whaine dans un graphe non pondéré, il suffit
d’attribuer un poids égal & 1 a chaque aréte du graphe.

Dans I'exemple précédent, la longueur du cheAlEBF est 17.

Si on souhaite déterminer le plus court chemin du sommet Aoenget F, on peut essayer d’énumérer tous
les cheminABF, AEBF, AEDF, ABCDF, AEBCDFet calculer leurs longueurs. Mais avec un graphe de taille
plus importante, ceci risque de devenir rapidement imptessi

Pour résoudre ce probleme, on fait appel a des algorithmes.

En terminale ES, on n’étudie que le cas particulier ou ledgpde tous les arcs sont des réels positifs.

3 ALGORITHME DE DIJKSTRA

E. W. Dijkstra (1930-2002) a proposé en 1959 un algorithmeoegmet de calculer le plus court chemin entre
un sommet particulier et tous les autres dans un graphe pgoddét tous les poids sont positifs.
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L’algorithme comporte une phase d'initialisation. A chaggommet on attribue un poids qui vaut 0 pour le
sommet de départ et infini pour les autres sommets.

Le traitement de I'algorithme consiste a examiner les sotan&s uns aprés les autres et a sélectionner le
sommetx auquel on a affecté la plus petite distance du sommet detdéapgu’ax.

On recommence tant gu'il reste des sommets a sélectionner.

Soit G un grapheconnexadont les arétes sont pondérées par des nonplossfs

Notations :

— Sla liste des sommets du graphesé¢ sommet du graphe a partir duquel on veut déterminer lesqaurts
chemins aux autres sommets.

— l(xy) le poids de I'aréte entre deux sommetsty

— &(x) la longueur d’'un chemin du sommetau sommek

— V7' (x) laliste des successeurs du sommet

— p(x) le prédécesseur du somnxet

— X liste des sommets restant a traiter.

— E liste des sommets déja traités.

INITIALISATION :
POUR_CHAQUE X € S FAIRE 05(X) = 00;

boserés(s) =0;

X=S5
E=0;
TRAITEMENT :

TANT_QUE X # & FAIRE
Choisir dansX le sommeix avecds(x) minimum;
Retirerx dansX et I'ajouter aE;
POUR_CHAQUE Y € VT (X) N X FAIRE // on examine tous les successeurs dei ne sont pas traitég
si &s(y) > Os(X) +1(X,y) ALORS
poserds(y) = &(x) + 1 (x.y);
p(y) =X;
FIN SI
FIN POUR_CHAQUE

FIN TANT_QUE

EXEMPLE

Considérons le graphe suivant :

8
A > B
[
<
7
Y
e N
11 A E F 6 2
11
Ng
7
)
D 3 C

On souhaite déterminer le plus court chemin du sommet A aursirh.
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Sommets

sélectionnés

12(C)

17(B)

17(B)

D(12)

15(D)

F(15)

Initialisation ;
0(A) = 0 A est sélectionné.

B etE sontles successeurslgui ne sont pas traités;
0+8<oodoncd(B) =8etp(B)=A;
0+3<oodoncd(E)=3etp(E)=A;

Omin = 3, Le sommeE est sélectionné.

B et D sont les successeurs @ qui ne sont pas
traités ;

3+4<8doncd(B)=7etp(B) =E;

3+12< oodoncd(D) =15etp(D) =E;

Omin = 7, Le sommeB est sélectionné.

C etF sontles successeursBeguine sont pas traités;;
9+2 < oo doncd(C) =9 etp(C) = B;

9+10< oo doncd(F) =10 etp(F) =B;

Omin = 9, Le sommec€ est sélectionné.

D est le successeur @qui n’est pas traité ;

9+3< 15doncd(D) =12 etp(D) =C;

Omin = 12, Le sommeb est sélectionné.

F est le successeur dequi n'est pas traité ;

124+3< 17 doncd(F)=15etp(F)=D;

Le sommet est le dernier sommet traité.

sommets.

prédécesseurs en partanbde

— L'algorithme de Dijkstra fournit les longueurs des plusite chemins du sommet origine aux différe

— Pour déterminer le plus court chemin du sommet origine aocomeetx, il suffit de remonter la liste de

nts

$S

Ainsi, le plus court chemin de A & F est un chemin de longueur 15
CommeF <— D «— C +— B «+— E +— Aon obtient que le plus court cheminde AaFest AEBCDF.
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EXERCICE 1

Pour chacune des listes suivantes, déterminer s'il existgraphe simple admettant cette liste pour liste des
degrés des sommets. S'il existe un tel graphe, le dessinen sxpliquer pourquoi.
1. (2,3,344)5) 2. (1113 3. (11,244 4. (2,3,3,4,5,6,7)

EXERCICE 2

1. Quel est le nombre d’arétes du graphe sin@pk la liste des degrés des sommets(822,3,3,4) ?

2. Dans un graphe simple d’ordnequel est le nombre maximal d’arétes ?

EXERCICE 3

Que penser des deux propaositions suivantes ?

1. «Dans une réunion il y a toujours deux personnes qui ces@al le méme nombre de personnes présentes
a cette réunion » ?

2. «Dans une réunion il y a toujours deux personnes qui salaenéme nombre de personnes présentes a
cette réunion » ?

EXERCICE 4

Un graphe est planaire» si on peut le dessiner dans le plan sans que deux arétessantro

Les graphes suivants sont-ils planaires ?

v

Gl Gz Gg G4

EXERCICE 5

Les graphes simples suivants sont-ils isomorphes ?

A B

RO

A. YALLOUZ (MATH@ES) 165



http://yallouz.arie.free.fr

Lycée Camille SEE

Année 2011-2012 INTRODUCTION A LA THEORIE DES GRAPHES Tl ES

EXERCICE 6

Trouver deux graphes d’ordre 5 qui ne sont pas isomorphesnetes degrés des sommets sont donnés par la
liste (1,2,2,2,3).

EXERCICE 7

Un grapheG est biparti s'il existe une partition de son ensentbtie sommets en deux sous-ensembflagyY

telle que chaque aréte @a une extrémité dans et l'autre dan¥’ .
Parmi les graphes suivants lesquels sont bipartis ?

X O Q '8) O O O O
O O (e} O (e O (o, O
Graphe G Graphe H Graphe | Graphe J

EXERCICE 8

On désire organiser un tournoi avec 13 équipes ; Plusieuichspeuvent avoir lieu le méme jour.
Les rencontres sont données dans le tableau suivant :

1 rencontre 7

2 recontre 3

2 rencontre 8

2 rencontre 11

3 rencontre 8

3 rencontre 11

4 rencontre 7

4 rencontre 10

5 rencontre 6

5 rencontre 9

5 rencontre 12

5 rencontre 13

6 rencontre 9

6 rencontre 13

8 rencontre 11

9 rencontre 12

9 rencontre 13

12 rencontre 13

Combien de journées au minimum faut-il pour organiser lertow?

EXERCICE 9

Le calendrier d’un tournoi opposant 20 équipes doit étreramé.

Les rencontres qui doivent encore étre jouées sont repiéésepar le graphe ci-dessous. Une aréte entre les

sommetsE; et E;j signifie que les deux equip&s et E; doivent jouer un match.

Plusieurs matchs pouvant avoir lieu le méme jour, combiejpai@ées au minimum faut-il pour terminer le

tournoi ? Proposer un calendrier des différentes rencantre
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Ee

/ Eie
Eg
/ ®
s EZO /

ﬂ!’ ’
Eis

E1o

Eg
EXERCICE 10 a

On considére le graphe ci-contre :
1. Combieny a-t-il de chaines de longueur 3 ayant pour extiéémet b ?
. Dénombrer toutes les chaines élémentaires ayant poanetdsa et f.

2
3. Quel est le diamétre du graphe ? v
4. Combien de cycles distincts posséde-t-il ? f

EXERCICE 11
Pour chacun des graphes suivants, existe-t-il un cycleienl@ une chaine eulérienne ?

Graphe G Graphe H Graphe |

EXERCICE 12
1. Dessiner le graphe simple d’ordre 8 dont I'ensemble d&esiest :
A=1{(1,2),(1;3),(2:3),(2;4),(2;7),(3;5),(3:6),(3:7),(4;5),(4;7),(5;6),(5;7),(6:7).(6;8),(7;8) }
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2. Donner la matricé/ associée a ce graphe.

3. Combieny a-t-il de chemins de longueur 3 permettant dersdre du sommet 1 au sommet 8 ?
Les donner tous.

4. Est-il possible de parcourir toutes les arétes de ce grahs passer plus d’'une fois par la méme aréte ?
Si oui donner un parcours possible.

5. Existe-il un cycle passant une fois et une seule par téesesrétes du graphe ?

EXERCICE 13

1. Dessiner un graphe simple dont la liste des degrés des atnest(6,6,2,2,2.22,11)
a) qui possede une chaine eulérienne;
b) qui ne posséde pas de chaine eulérienne.

2. Est-il possible d’avoir un graphe qui posséde un cyclér@n si la liste des degrés des sommets est
(6,6,4,2,22,2) ?

EXERCICE 14
On considére des dominos dont les faces sont numérotéeg,® tu 4.

1. a) En excluant les dominos doubles, de combien de domispesk-t-on ?

b) Montrez que I'on peut arranger ces dominos de fagon a fioume boucle fermée (en utilisant la régle
habituelle de contact entre les dominos).

¢) Pourquoi n'est-il pas nécessaire de considérer les dmngaubles ?

2. Avec des dominos dont les faces sont numérotées de 8si-il toujours possible de les arranger de facon
a former une boucle fermée ?

EXERCICE 15

Dans un graphe connexg, une chaine hamiltonienne est une chaine qui passe pareclsagumet des
exactement une fois. Si cette chaine est un cycle on dira’ggeun cycle hamiltonien.

La recherche d’une chaine hamiltonienne est la modélisatioprobleme du voyageur de commerce (trouver
un chemin incluant chaque ville de sa tournée une et une fasje

1. Vérifier que le graphe ci-dessous possede au moins untegaidtonien.
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2. Dans chacun des cas suivants, dessiner un g@agioanexe d'ordre au moins 5 tel que :
a) G posséde a la fois un cycle hamiltonien et un cycle eulérien.
b) G posséde un cycle hamiltonien et pas de cycle eulérien.
¢) G posséde un cycle eulérien et pas de chaine hamiltonienne.
d) G n’admet ni chaine eulérienne ni chaine hamiltonienne

EXERCICE 16

On considére le graphé ci-dessous. On notgson nombre chromatique.

1. Donner un encadrement du nombre chromatique.
2. Donner une coloration de ce graphe.
3. En déduire la valeur du nombre chromatiquesde

EXERCICE 17

On considére le graph# ci-dessous. On note son nombre chromatique.
) S3

S7
1. Donner un encadrement du nombre chromatique.
2. En utilisant I'algorithme de Welsh & Powell, donner unéotation de ce graphe.
3. Peut-on en déduire la valeur du nombre chromatiqué de

EXERCICE 18

Un examen comporte outre les matieres communes, huit esi@tionnelles.
Les options suivies par les 22 groupes d'étudiants sonté&mdans le tableau suivant (une croix indique que
le groupe d’étudiant&y suit I'option Oy).
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Gy |Gy | G3 |Gy |Gs|Gg|Gr|Gg| Gy |Gio|GCi11|Gr2|Gi3|Gia|Gis5|Gie | Gr7| Gig| Gig | Gao | Go1 | G2

O1 | x X X X X X

0O, X X X X X X

O3 X X X X X X X

Og | x X X X X

Os X X X X X

Og X X X X X X X

Oy X X X X

Og X X X X

Une épreuve occupe une demi-journée. Comment organisé@ptesives des matiéres optionnelles de facon
gu'aucun étudiant n'ait a passer deux épreuves en méme &ropka sur une durée miminale ?

EXERCICE 19

1. Comment colorier cette carte de telle maniére que deuangdrontaliéres aient des couleurs différentes.
Combien de couleurs au minimum faut-il prévoir ?

X

2. On s'intéresse aux frontiéres séparant ces régions.

Peut-on visiter toutes ces régions en franchissant une eetsemle fois chacune des frontiéres ? Si oui,
proposer un parcours possible.

EXERCICE 20

On considére le graphe suivant :

1. Le graphe est-il connexe ?
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2. Le graphe admet-il des chaines eulériennes ? Si oui, ers@réine.

3. Justifier la non-existence d’'un cycle eulérien pour Iphea. Quelle aréte peut-on alors ajouter a ce graphe
pour obtenir un graphe contenant un cycle eulérien ?

4. SoitM la matrice associée a ce graphe (les sommets sont pris dathr®lalphabétique).
4 10 3 12 7 8 31

10 0 112 1 8 1 11

3 11 0 14 3 11 0 1

12 1 14 2 12 1 14

7 8 3 12 4 10 3 1

8 1 11 1 10 0 11

3 11 0 14 3 11 0 1

12 1 14 2 12 1 14

On donneM® =

Déterminer le nombre de chaines de longueur 3 partant du sb@ret aboutissant au sommet E.
Citer alors toutes ces chaines.

5. Donner un encadrement du nombre chromatiguiel graphe.
Déterminer ce nombre chromatique, en explicitant clairgneedémarche.

EXERCICE 21 (D'aprés sujet bac Liban 2007
Une grande ville a créé un jardin pédagogique sur le themécadgie, jardin qui doit étre visité par la suite
par la majorité des classes de cette ville. Ce jardin corapmixtzones distinctes correspondant aux thémes :
A: Eau B : économie d’énergies C : Plantations et culturealésc
D : Développement durable E : Biotechnologies F : Contes (Bicd'ailleurs)

Ces zones sont reliées par des passages (portes) ou sy @es guestionnaires.
Le jardin et les portes sont représentés par le graphe sddsgchaque porte et donc chaque questionnaire est
représenté par une aréte).

Question préliminaire :
Si un visiteur répond a tous les questionnaires, a combieuestionnaires aura-t-il répondu ?

PARTIE A

1. Donner la matrice G associée a ce graphe.
2. Le graphe est-il complet ? Est-il connexe ? Justifier.

3. Peut-on parcourir le jardin en répondant a tous les qurasiires et sans repasser deux fois devant le méme
guestionnaire :
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a) en commengant la visite par n'importe quelle zone ?

b) en commencgant la visite par la zone C (plantations etm@gji? Dans ce cas, si la réponse est positive,
quelle sera la derniére zone visitée.

(Dans les deux cas,etb, justifiez votre réponse.)

PARTIE B

Pour illustrer chaque zone et présenter Iégendes et coramantes enfants ont décidé d'utiliser des supports
de couleurs différentes. Pour limiter le nombre de couleamautilise des couleurs différentes seulement si les
zones sont limitrophes (avec un passage entre les deux).

1. Donner et justifier un encadrement du nombre chromatigueedjraphe.

2. Déterminer alors en utilisant un algorithme adapté le brenthromatique de ce graphe et proposer une
répartition des couleurs.

EXERCICE 22

Le graphe ci-dessous indique les différentes liaisoneepitrsieurs lieux. Le long de chaque aréte figure la
distance en kilométres séparant les différents lieux.

En précisant la méthode utilisée, déterminer le plus cdwetin possible pour aller de Aa L.

N
6]

(o]
(3]
w

»
[o)]

ég {E/ o
Wi
V1N

©

?_ W Mf
&

N
w

EXERCICE 23

Exécuter I'algorithme de Dijkstra sur le graphe suivantagétipdu sommet F, puis a partir du sommet A.

A
> 29

n

26
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EXERCICE 24

On considére le graphe suivant :

1. Existe-t-il des chaines de longueur 2 partant du sondne¢taboutissant au sommer

2. Le graphe admet-il des chaines eulériennes ? Si oui, ers@réine.

3. a) Donner un encadrement du nombre chromatiqde graphe.
b) Déterminer ce nombre chromatique, en explicitant ala@et la démarche.

4. Le graphe pondéré ci-dessous, donne en minutes, lessda@ennes des parcours emretC en tenant
compte des sens uniques.

@ 18 /

19 27 6 27

/ .

A 10

Un automobiliste doit se rendre @eaC. En utilisant un algorithme, déterminer le trajet le pluside pour

aller deAacC.
Le retour sera-t-il plus rapide que l'aller ?

EXERCICE 25
Sur la carte ci-dessous, sont représentés sept pays avefrémiieres.
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Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes. Toutes les Epdagront étre justifiées.

1. On s'intéresse aux frontieres séparant ces pays :

a) Traduire cette carte par un graphe dont les sommets soiplales et ou chaque aréte représente une
frontiére entre deux pays.

b) On appelleM la matrice associée a ce graphe, les sommets étant pris'olaine klphabétique.
Une des trois matriceR, Sou T est la matriceM3. Sans calculs, indiquer quelle est la mathidé

4 22331 ] 8 12 9 12 7 4 1) 4122311}
2 423113 12 8 9 12 11 4 7 2 423123
2 232202 9 9 611 6 4 6 1232212
R=[3 325222 S=(12 12 11 12 12 4 12 T=(3 3 2 6 3 2 3
3122412 7 11 6 12 6 6 1d 2 123422
1102121 4 4 4 4 62 6 2212232
13222194 11 7 6 12 10 6 ¢ 2323224

c) Est-il possible, dans tous les cas, de se rendre d’'un paysautre en franchissant exactement trois
frontiéres ?

d) Est-il possible de visiter tous les pays en franchissaatat une seule fois chacune des frontiéres ?

2. Proposer une coloration de la carte (ou du graphe) avemienorm de couleurs afin que deux pays qui ont
une frontiere commune aient des couleurs différentes.

3. Une personne désire se rendre en train d’'une ville sitaés t& pays A a une autre ville du pays F. Le
graphe pondéré ci-dessous donne, en heures, les duréesnasyes liaisons ferroviaires existantes entre
les différents pays en tenant compte des temps d’attenie éeix correspondances.

B
1
3 3
)EI
5 2
Ef/

En précisant la méthode utilisée, déterminer le trajetds pburt que cette personne devra utiliser pour son
voyage. Combien de temps faut-il prévoir pour effectueraget?

A

EXERCICE 26

Dans le graphe ci-dessous, les sommets représentenedtégrzones de résidence ou d’activités d’un quartier.
Une aréte reliant deux de ces sommets indique I'existengredioie d'accés principale entre deux lieux

correspondants.
F \
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1. Lamunicipalité décide de planter des arbres dans chame de maniéere a ce que dans deux zones, reliées
entre elles par une voie d'acces principale les espécetéplnoient d’essence différente. Pour des raisons
d’entretien, il est préférable que le nombre d’essencegésa soit le plus petit possible.

On noteV le nombre de variétés d’arbres qu'il faut utiliser.
a) Donner un encadrement de
b) Quel nombre minimal d’essences différentes faudraslkaihter ?

2. Pour sa campagne électorale, un candidat souhaite partmites les voies d'accés principales de ce
guartier sans emprunter plusieurs fois la méme voie.

a) Montrer qu'un tel parcours est possible.

b) Un tel parcours est-il possible pour ce candidat en padarsa permanence électorale situéd>énsi
oui le donner, sinon proposer un parcours possible en patiamautre endroit.

3. Un candidat aux élections municipales se trouve dansrszapence située en zoRequand on lui rappelle
gu'il a un rendez-vous avec le responsable de I'hOpitaésiin zoneH .

a) Quel est le nombre minimal de voies d’accés principalesogucandidat devra emprunter pour arriver a
son rendez-vous ?

b) Le graphe pondéré ci-dessous donne, en minutes, lessdomégennes des trajets existants entre les
différents lieux : En précisant la méthode utilisée, déteemle plus court chemin que ce candidat devra
emprunter pour arriver a son rendez-vous.

Combien de temps faut-il prévoir pour effectuer ce trajet ?

[A] 7 Ic| 11 (E]
\ /—\ N
4 11 10 9
N
3 )E( (G} 10 H
7N\
6 12 y 9 8
N N\
E{ 4 D 5 F
EXERCICE 27 (D’'aprés sujet bac Pondichéry 2011

Un orchestre doit effectuer une tournée passant par les\| B, C, D, E, F, G et H, en utilisant le réseau
autoroutier.

Le graphd ci-dessous représente les différentes villes de la towghiés autoroutes reliant ces villes, pondéré
par les longueurs en kilométres ie chaque trongon.

w 300
500 B
400
C
400
200
100
E &
D
700
F
200
300
700
200
G 200
H
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1. Est-il possible d'organiser la tournée en passant ausneie fois par chaque ville, tout en empruntant une
fois et une seule chaque trongon d’autoroute ? (la répomagussifiée).

Si oui citer un trajet de ce type.
2. On appelleV la matrice associée au graphé€les sommets étant pris dans I'ordre alphabétique).
On donne la matric#3 :

25621213
546 7 3 2 23
6 6 4 9 7 3 2 3
M3 — 2 79 4 3538
1 37 3 2347
2 2353225
1 2 2 3 4 2 25
33387554
Combien existe-t-il de chemins de longueur 3 reliant B a Fi?¢ponse devra étre justifiée).

Préciser ces chemins.
3. Des contraintes de calendrier imposent en fait d’organis concert dans la ville F immédiatement aprés
un concert dans la ville A.

Déterminer, en utilisant un algorithme dont on citera le nlentrajet autoroutier le plus court (en kilométres)
pour allerde AaF.

Préciser la longueur en kilométres de ce trajet.
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| VECTEUR DE L'ESPACE

Les définitions et opérations sur les vecteurs du plan sea@&@sht dans I'espace

1 VECTEURS COLINEAIRES

Dire que deux vecteurs non nulstV sont colinéaires signifie, gu'ils ont la méme direction st‘a-dire qu'l
existe un réek tel quetl = kv.
Par convention, le vecteur nQlest colinéaire a tout vecteur.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE :

— Trois pointsA, B etC sont alignés si, et seulement si, les vecteﬁs&tﬂzsont colinéaires.
— Les droiteg AB) et (CD) sont paralléles si, et seulement si, les vect@BetCD sont colinéaires.

2 VECTEURS COPLANAIRES

U, V etw sont trois vecteurs de I'espace tels @ietV ne sont pas colinéaires.
Les vecteursl, V etw sont coplanaires si, et seulement si, il existe deux réedsf3 tels que :

W= qi+ BV

CONSEQUENCE :
Pour démontrer qu’un poirl appartient a un plag” défini par trois points non alignés B etC on montre
que les vecteurdB, AC et AD sont coplanaires.

Il REPERAGE DANS L’ESPACE

1 COORDONNEES D'UN POINT

Dans un repér«{O;T,T,R), pour tout pointM, il existe un unique triplet z
(x;y;2) de réels tels que

OM = i + yj + &

(Xy;2) est le triplet de coordonnées du poit(ou du vecteuo—>M).

x est I'abscissey est I'ordonnéez est la cote.

2 CALCULS AVEC LES COORDONNEES

Dans un repéréo;f,f,ﬁ), on considére les vecteuli§x; y; z) etv(X;y;Z).
— U=Vsi, etseulementsk=x,y=Yy etz="7.

— Le vecteur somma-+ V a pour coordonnéds+ V(x+X;y+Yy;z+7).
— Pour tout réek, ki (kx ky; kz).

SoitA(Xa; Ya; za) et B(xg;ys; zs) deux points de I'espace :
- le vecteupﬁ a pour coordonnéeAB(Xg — Xa; Y8 — YA: Z8 — Za)-
Xa+Xs Ya+Ys. Zan+Z8
2 ' 2 2 ) '

— le milieul du segmen{AB] a pour coordonnéds(
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DISTANCE DANS UN REPERE ORTHONORME

Dans un repérerthonormal (O;T,T,R),
— La distance entre les poirdgxa;ya; za) et B(Xg;ys; z3) est donnée par

AB= \/(xB — %)+ (Yo —Ya)* + (Z8 — 2)°

— Deux vecteursi(x;y;z) etV (x;y';Z) sont orthogonaux si, et seulemenbsi,+yy +zZ = 0.

Il EQUATIONS CARTESIENNES DE L'ESPACE

1 EQUATION D’UN PLAN

— Un plan de I'espace a une équation de la foeme by+ cz= d aveca, b etc non tous nuls.
— Réciproquement, toute équation de la formme- by+ cz= d, ou I'un au moins des réels b et c n'est pa
nul, est une équation cartésienne d’un plan.

PLANS PARTICULIERS

Un plan admettant une équation « incompléte », c’est a dine timuelle ne figure qu’une ou deux des trois
variablesx, y etz, est paralléle a un plan de coordonnées ou a un axe de coéaonn

Plan& d’équationx = k PlanZ? d’équationy = k PlanZ? d’équationz =k
z

z z
k
[
X /O\\ y
k k
i i
X 0\\ X — O
y Y
2//(y02) 2//(x0z) 2//(x0y)
Plan#? d’équationax+by=d Plan& d’équationax+cz=d Plan& d’équationby+ cz=d

z

\

k
P
X <« O\

y

2//(07) 2//(0y) 2//(0x)
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DETERMINER UNE EQUATION CARTESIENNE D’'UN PLAN :

Dans I'espace muni d'un repér(e();f,f,ﬁ), montrer que les point&(1;0;3), B(1;—1;0) et C(—1;-2;1)
définissent un plan et déterminer une équation de ce plan.

Les vecteurs@(o;—l;—:%) etﬁ(—Z;—Z;—Z) ne sont pas colinéaires donc les poiAfdB et C ne sont pas
alignés, ils définissent un pldABC).
Déterminons une équation cartésienne du pRBC).
METHODE 1 :
Une équation cartésienne du plgkBC) est de la formex+ by+ cz=d oua, b, c etd sont des réels.
A(1;0;3 € (ABC) < a+3c=d
B(1;-1,0) € (ABC) <a—b=d
C(-1;-2;1) € (ABC) < —a—2b+c=d
Ainsi, a, b etc sont solutions du systéme :

d—a
a+3c = d c = 3
a-b = d < b = a-d
—a-2b+c = d —a—2(a—d)+—d;a = d
c = d-a
PN b = a-d
10a 4d
\ 3 3
c - d
- 5
3d
2o X
5

En choisissant] =5 on obtienta= 2,b = —3 etc = 1 donc le plan(ABC) a pour équation?—3y+z="5
METHODE 2 :

M(x;y; z) est un point du plagABC) si, et seulement si, les poings B, C etM sont coplanaires.

C'est a dire, si, et seulement si, il existe deux réekst 3 tels que

AM — aﬁ+ﬁﬂ%

OrA—>M(x— 1y;z—3), @(0;—1;—3) euﬁ(—z;—z;—z) d’ou
x—1 = -2 ' 1%)‘ - B
y = —a=-28 &4 x-y-1 = a
z-3 = -3a-2B | z-3 —3(x—y—1)+ (x—1)
1-x
2 —F
= x—y—1 = «a
| 2X—=3y+z = 5

Ainsi, le plan(ABC) a pour équation2—3y+z=5

2 VECTEUR ORTHOGONAL A UN PLAN

On dit qu’un vecteun est orthogonal (ou normal) & un pla# si la direction dei est une droite orthogonale
au plan#?. C’est a dire une droite orthogonale a toutes les droitedatu?.

Dans un repére othonormal le vecteurri(a; b; c) est orthogonal au pla’ d’équationax+ by+ cz= d.
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3 PLANS PARALLELES

Deux plansZ? et &' d'équations respectivesx+ by+cz= d et ax+ b'y+ cz= d’ sont paralleles si, et
seulement si, les coefficienash, cetad’, b/, ¢’ sont proportionnels.

?}1 {/}1
G y Y

/
1

1

/

/

X X
Plans paralléles Plans sécants selon une drdite

4 SYSTEME D'EQUATIONS CARTESIENNES D'UNE DROITE

L'espace est muni d’'un repé ;?,T,R>. Un point M (x;y;z) appartient & une droit& de I'espace si, et
seulement si, ses coordonnées vérifient un systéme d'égsate la forme

oua, b, cetd, b, ¢ ne sont pas proportionnels.

ax+by+cz =
ax+by+cdz = d
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EXERCICE 1
i,

Dans I'espace muni d’'un repé(@;',jﬂ,ﬂ), on considere les poin&(5;0;0), B(5;9;0), C(0;9;0) etS0;9;9.

yav
/// //
/ /
s /
yd /
/, /
e e
S e S

1. Placer le poinE de coordonnées; 4;7) dans le repére précédent.
2. L'abscisse du poirf est égale a 2, lire les coordonnées du pBint
3. Gestun point du platSBQO), lire les coordonnées du poift

4. Les pointE, F etG sont-ils alignés ?

EXERCICE 2
Dans I'espace muni d'un repé(@;f, T,R) , on considere les poin&2;—1; 3), B(3;2;1),C(—2;3;1) etD(6;3;0).
1. Les pointsA, B etC déterminent-ils un plan ?

2. Calculer les coordonnées du pdimhilieu du segmeniBC].
3. Les pointsA, B, C et D sont-ils coplanaires ?

EXERCICE 3

L'espace est rapporté a un repére orthonor(rﬂé?,f,?). On considere les point&(2;—1;3), B(—2;3;1),
C(—2;0;4), D(9;—5;8) etE(x;y;6).

Montrer que les point8, B etC déterminent un plan.

Le pointE appartient & la droit€AB). Déterminer son abscisse et son ordonnée.

Montrer que les vecteuﬁs etATﬁ sont orthogonaux.

A w NP

Montrer que la droitéED) est perpendiculaire au pldABC).
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EXERCICE 4
Dans I'espace muni d’'un repé(@;f,f,ﬁ), on considere les poin(—2;3;—1) etB(1;3;2).
1. Déterminer les coordonnées du pdnntersection de la droiteAB) avec le planxOy).

2. Déterminer les coordonnées du pdinintersection de la droitéAB) avec le planyO2).

3. Ladroite(AB) est-elle sécante avec le plaxO2) ?

EXERCICE 5 (D’aprés Sujet Bac Polynésie 2005

L'espace est muni d’'un repére orthonorn(é);f,f,?).
La figure ci-dessous, représente un pavé droit; le point @ esilieu de[AD).
SoitP le milieu du segmenEF].

————— =\ T

1. a) Quel ensemble de points de I'espace a pour équation ?

b) Déterminer une équation du pléABF).

¢) En déduire un systéme d’équations qui caractérise ltedi®oF ).
2. a) Quelles sont les coordonnées des pdnts etP?

b) Placer sur la figure le poi@ de coordonnéef);0,5;0).

c) Déterminer une équation cartésienne du giRQ).
3. a) Construire sur la figure les segmelRg)] et [AG].

b) Le pointG appartient-il au platAPQ) ? Justifier.

4. On construit la figure précédente a l'aide d'un logiciel gométrie, puis on demande au logiciel de
représenter le point d’intersection des droita&) et (PQ). Quelle pourrait étre la réponse de l'ordinateur ?
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EXERCICE 6
Dans I'espace muni d’un repé(@;f,f,ﬁ), on considére les poin®&(—1;6;7,5) etB(—2;8;9).
1. Déterminer une équation cartésienne du planarallele a I'axg Oz) et passant par les poinfset B.

2. Deéterminer une équation cartésienne du @dgaralléle a I'axgOy) et passant par les poirdset B.
3. Soitd la droite caractérisée par le systeme :

X+y = 4
X+2z = 12

Les pointsA et B sont-ils sur la droitel ?

4. Dansle repéréO;T,T,R) ci-dessous, représenter les pl&stQ par leurs traces avec les plans de base ainsi
que la droite(AB).

—
_— \\
- —
-
—
/ -
- — —
_— — T~ —
—
- - — —
— —
_— — _ T — T~
_— _— ~—— T — - ~—_
— — —
- _ - .
_— _— ~— —
- -
— - — T —_ T~
_— _— ~— ~ T
_— — T 1 —
—
- - — —
— —
_— — _ T — T~
_— — — I T
- _ —
- _ - .
_— _— ~— —
- -
— - — T —_ T~
_— _— ~— ~ T
_— — T 1 —
- —
- - — —
. _
_— — _ T — T~
_— — — I T
- _ —
- _ - .
_— _— ~— —
- -
— - — T —_ T~
— — — ~ T
_— — T 1 —
- —
- > — —
. _
_— — _ T — T~
_— — — I T
- _ —
- _ - .
_— _— ~— —
— — —
- - k- T —
_— _— // T — - —_
- 1 — —{_ —
_— H 54 — —
- - | — —1
_— T T~
- _— ( \ — —
_— / — _— \ T — T
—
P T~ —1
< < = —
T — < —
— / —~— \\>(// T~ \)/ \ T —
=
e L — T ~— —
=
/\\\// T~ T~ T~ T \\)(/ \
— T —~ - — ]
T T T~ < < < <
- ){\ > T —
— -
\/ ~ /><\ /<\ e \\/ ~__ < //)&\\\ //<\\ = \ y
— -
X e — < — = -
T T o > < > >
> < — —
— T T T e —— < < —
- _
— o~ T~ ~_ — ~ —~
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~— ~ — — /-( —><_
~_ \\\}‘( \\></ \\)< ~— ~
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- =
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EXERCICE 7

L'espace est muni d'un repé(@;f,f,R) orthonormal représenté en annexe ci-dessous.

1. Tracer les droites d’'intersection du pld?) d'équation X+ 5y+ 6z = 15 avec les plans de coordonnées du
repére(O;T, f,R) .

2. On considére le plafQ) d’équation X+ 4y = 6.
a) Préciser la nature de I'ensemieles pointdM de I'espace dont les coordonnées vérifient :

5X+5y+6z = 15
3X+4y = 6
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b) Représenter I'ensemhledans le repér{O;ﬁf,R).
3. On donne les point® (1;0;0), E (0;—3;0), F (—1;—3;4) etG(0;0;4).

a) Montrer que les point®, E etF déterminent un plan.
b) Les pointdD, E, F et G sont-ils coplanaires ?

c) Déterminer une équation du pl&R) qui contient les point®, E, F.

d) Représenter l'intersection des trois pléRs, (Q) et (R) dans le repéréO;ﬁf,R)

4. Résoudre le systéme suivant et en donner une interpréghphique.

12x—4y+3z = 12
5x+5y+6z = 15
3X+4y = 6

i

—
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EXERCICE 8 (D’aprés sujet bac France Métropolitaine Septembre 2009

L'espace est muni d'un repére orthonorn(ﬂ;f,f,ﬁ).

Sur le dessin joint en annexe, on a placé les pokiGs; 2 ; 0),B(0; 0;6,C(4;0; 0,D(0; 4; 0 et
E(0; 0; 4.

Soit (P) le plan d’équation 3+ z= 6.

Il est représenté par ses traces sur le plan de base sur iie jd@#gsen annexe.

1. a) Démontrer que les poin®s D etE déterminent un plan que I'on notef@DE).

b) Vérifier que le plar(CDE) a pour équatiox+y+z= 4.
2. a) Justifier que les plari®) et (CDE) sont sécants. On nofd) leur intersection.

b) Sans justifier, représent@k) en couleur (ou & défaut en traits pointillés) sur la figureramese.
3. On considére les poins(2; 0; 0)etG(0; 3; 0).

On note(Q) le plan paralléle a I’axe{O; R) et contenant les points et G.

a) Placer sur la figure en annexe les potst G.

Sans justifier, représenter le plg@) par ses traces sur les plans de base, d'une autre couleudédatd
en larges pointillés), sur la figure en annexe.

b) Déterminer les réelsetb tels queax-+ by = 6 soit une équation du plaiQ).

4. Lintersection des plané&CDE) et (Q) est la droite(A").

Sans justifier, représenter la drofi#), d’'une troisieme couleur (ou a défaut en trés larges plasjil sur la
figure en annexe.

5. On considére le systéeme de trois équations a trois ine@nswivant :

y+z = 6
X+y+z = 4
3X+2y = 6

a) Résoudre ce systeme.

b) Que peut-on alors en déduire pour les drofteset (A") ?
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Dans de nombreux contextes, I'utilisation de fonctions portant une seule variable n’est pas vraiment réaliste.
Par exemple, on peut étudier un codt de production avec @deteurs : le facteur travail et le facteur capital.
Sixreprésente le colt du facteur travailetelui du facteur capital, le co(t total de production estraopar la
fonction f(x;y).

| FONCTION DE DEUX VARIABLES

1 DEFINITION

Soitl etJ deux intervalles.
Définir une fonctionf de deux variables c’est associer & chaque copplg, X € | ety € J, un réel et un seul,
noté f(x;y).

2 REPRESENTATION GRAPHIQUE

L'espace est muni d'un repé(e();f,f,R) . La représentation graphique d’une fonctibde deux variables € |
ety € J, est la surface” d’équationz= f(x;y).

EXEMPLE

On a représenté ci-dessous, la surfate’équationz = x> + xy pourx € [0;10 ety € [0;1(.

200

1604

1204

80+

401

A(7;6;za) est un point de la surfac#’, ses coordonnées vérifient I'équation de la surfateSa cote est :
Zn=7"+7x6=091

Ainsi, le point.¥” a pour coordonnéei(7;6;91)

Il SECTIONS DE SURFACE

On considere une fonctiohde deux variables, représentée dans I'espace par uneesdiéaatiorz= f(x;y).
Pour faciliter la perception de la surface, on se sert dessettions de la surface avec des plans paralléles aux
plans de base
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1 COURBES DE NIVEAU

Les courbes de niveakid’'une fonction f de deux variables sont les intersections de la surface i
z= f(x;y) avec les plans paralléles au pla®y) d’équationz = k.
f(xy)

. . _— )z
C’est I'ensemble des pointd (x;y; z) dont les coordonnées vérifient le syste{we "
z

EXEMPLE

On a représenté ci-dessous, la surfate’équationz = x + xy pourx €]0; 17 ety < [0;10.

2005
1604
1204 )
_courbe de niveaa= 80
z L
80 -
_courbe de niveaa= 40
»

Les points de la surface” situés entre les courbes de nivead 40 etz= 80 ont une cote 4& z < 80.

Pour déterminer la section de la surfageavec le plan d’équation= 40 on résout le systéme

z = X2 -
+ Xy o)y X#0
z = 40 z = 40

2

Dans le plan d’équation= 40, la courbe de niveari= 40 est la courbe d'équation= avecx # 0

REMARQUE

La projection de la surface” sur le plan(xOy) donne les courbes de niveaw k
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[] 160-200

[ 120-160

[] 80-120

[[] 40-80

[ 0-40

10

2 COUPES VERTICALES

— Sections de la surfac# par des plans d’équation= k paralléles au plafyO2

. . i N4
C’est I'ensemble des pointd (x;y; z) dont les coordonnées vérifient le systéine K
X =

Pour déterminer la section de la surfageavec le plan d’équatior = 7 on résout le systeme

32 _
Z = X+Xy - z = Ty+49

Dans le plan d’équatior = 7, la section de la surfac# est la droite d’équatiom = 7y + 49

— Sections de la surfac# par des plans d’équation= k paralleéles au plafxO2

; . L g N f(x;
C’est I'ensemble des pointd(x;y; z) dont les coordonnées vérifient le systé 5 k(X Y)
y =
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2007 |

1601

20

801

a0{

Pour déterminer la section de la surfageavec le plan d’équatiop = 4 on résout le systeme

z = X+xy z = X4+4x
&
y = 4 y = 4

Dans le plan d’équatiop = 4, la section de la surfac’ est la parabole d’équatian= x? + 4x
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EXERCICE 1
PARTIE A

La figure 1 ci-dessous représente la surfadéquationz = —2x? 4+ 27x — xy+ 12y — y°.

Figure 1

[] 80-100

[ 60-80

[] 40-60

[[] 20-40

M 0-20

1. a) Le pointA(2;6;70 appartient-il & la surfacg?

b) Placer, sur la figure ci-dessus, le pdht’abscisse 2 et d’'ordonnée 4 qui appartier® &uelle est la
cote du poinB?

2. a) Soity = 2. Exprimer alorz sous 1a forme = f(x) puis donner la nature de la section de la surface
par le plan d’équatioy = 2.

b) Sur la figure 2, la courb€ représente la projection orthogonale dans le gld2 d’'une courbe de
niveau d’ordonnée constariteDéterminer la valeur de.

Figure 2

100

60 v AN

40 //

20
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PARTIE B

La fabrication d'un produit dépend des durées de fonctiorere de deux machines A et B. On note :
— X la durée de fonctionnement de la machine A, exprimée enioestd’heures ;

— yla durée de fonctionnement de la machine B, exprimée eninestd’heures ;

La quantité produite exprimée en tonnes est donnée paléoret

f(xy) = -2+ 27x—xy+ 12y —y* avec 0< x < 10 et 0< y < 10
Les contraintes liées aux horaires de travail font que lanserdes durées fonctionnement des deux machines
A et B est de neuf centaines d’heures.
1. On cherche a maximiser la production sous cette congraint
a) Vérifier que la quantité produite exprimée en tonnes setie contrainte de temps peut étre modélisée
par la fonctiong définie sur l'intervallg0; 10 parg(x) = —2x2 + 24x + 27.
b) En déduire les durées de fonctionnement des machines ApefriBettant d’obtenir une production

maximale. Préciser la quantité maximale produite exprievémnnes.

2. Ladirection de I'entreprise envisage d’augmenter deargaine d’heures la somme des durées de fonctionnement
des deux machines.

La figure 3 ci-dessous, représente des courbes de niveatedeorstante, projections orthogonales dans le
plan (xOy) d’une partie de la surfaced’équationz = —2x? 4 27x — xy+ 12y — y2.

Figure 3
6
p
. V 4
Y 4
4
"' ‘ M 98-99
\
4 !I = \‘ [ o97-98
\ 96-97
ie \ \ =
y 3 10 A\ [ 95-9
L B | W B uos
\ | W |
A \ | W [] 93-94
) ) | | ]
\ ' B | W 9293
' ) -
1 y 4
Y 4
4
0
3 4 5 6 7 8 9

a) Représenter sur la figure 3 les contraintesy = 10 etx+y = 9.

b) Quelle sera la conclusion de la direction de I'entrefRise
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EXERCICE 2 (D’'aprés sujet bac Polynésie 2007

Une entreprise fabrique des savons et des bougies parfeaméesntités respectiveety exprimées en tonnes.

Le colt total de productior exprimé en milliers d’euros, est donné par la relatien2x? — 8x+y? — 6y + 18
avecxe [0; 6 etye [0; §.

1. Lasurface? représentant le codt en fonction xlety dans un repére orthogoné@;f,f,ﬁ) est donnée sur
la feuille annexe 1, figure 1.

a) Le pointA(3;2;3) appartient-il & la surface” ? Justifier.

b) Placer sur la figure 1 le poiBtd’abscisse 5 et d’'ordonnée 2 qui appartient’a

c) Soity = 2. Exprimer alorg sous la forme = f (x) puis donner la nature de la section de la surfate
par le plan d’équatioy = 2 en justifiant.

2. Lafabrication dextonnes de savons et gidonnes des bougies parfumées engendre la contrainte= 5.

a) Quelle est la nature de I'ensemble des points de I'espatides coordonnées vérifiextry=57?
b) Vérifier que, sous la contrainke-y = 5, zpeut s’écrire sous la forme= g(x) avecg(x) = 3x* — 12x+13.

c) Déterminer la valeur depour laguelleg admet un minimum puis la valeur geet le codit de production
zqui correspondent. On nole point de la surface” qui correspond a ce colt minimum.

d) On donne, sur la feuille annexe 1, figure 2, la projectidghagonale de la surface’ sur le plan(xQOy)
(«vue de dessus de la surfagée»).

Construire sur cette figure 2 la projection orthogonale synldn(xOy) des points dont les coordonnées
vérifientx+y=>5.

Placer sur cette figure 2 le poi@t, projeté orthogonal du poii@ sur le plan(xQy).

FIGURE 1

B s0-6c
[ ] 40-5¢
[ ] 30-4c
] 20-3c
[ ] 10-2c
[]o-10
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FIGURE 2

| \‘6
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3 X [ ] 30-40
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\ ] 20-30
2 [ ] 10-20
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\ / !

//// 0
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y
EXERCICE 3 (D’aprés sujet bac Centres étrangers 2011

On considére la fonctiom, définie pour tout réet de I'intervalle[0 ; 10 et tout réely de I'intervalle [0 ; 8 par

1
fxy) = 2%

dadnd
|

La représentation graphique de la surfé8pd’équationz = f(x;y) dans un repere orthonorrr(é); N )est
donnée en annexe.

PARTIE A

1. Sur le graphique de I'annexe colorer la courbe de niy€awe cote 10. Donner la nature de cette courbe.
2. Placer sur le graphique de 'annexe le p@rd’ordonnée 5 appartenant a cette cou(ibe

Déterminer graphiquement I'abscisse de ce point
3. Vérifier que le poinB de coordonnées ; 2 ; 3) appartient a la surfade).

PARTIE B

Les membres du bureau du foyer socio-éducatif d’'un lycée dor étude pour déterminer quelle cotisation
demander par éleve au cours de I'année 2010.

lls voudraient investir le quart des cotisations dans lavafion de la salle de détente, réservée aux éléves.
Si la cotisation s’éleve geuros avec & x < 10 et siy centaines d’éléves adhérent au foyer avecyo< 8, la
somme allouée aux travaux de rénovation de la salle de éé&tententaines d’euros sera égaligdy).

1. Quelle est la somme allouée a la rénovation de la salletdatddorsque la cotisation est fixée a 6 euros par
éléve et que 600 éléves sont adhérents au foyer ?

2. Les membres du foyer font I'hypothése que le nonyben centaines d’adhérents, et le nomkren euros,
sont directement liés par la relatign= 12— x

a) Montrer que, sous cette contrainte, on peut exprififgry) en fonction de la seule variablesous la
1
formeh(x) = 3x — sz.
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b) Déterminer pour quelle valeur dda somme allouée sera la plus élevée .

¢) De quelle somme en euros disposeront les membres du foyetgrénovation dans ce cas ?
ANNEXE

Surface (S)

18-20

16-18

14-16

12-14

10-12

8-10

6-8

4-6

2-4

BR[O NmQDONO

0-2

EXERCICE 4 (D’apres sujet bac Liban 2009

Une entreprise de services a la personne propose dans seesdentretien de jardins. Pour ce service,
cette entreprise a recours a des employés a temps partielpewlurée globale deheures, et elle loue le
matériel nécessaire pour une durée globalg deures. La surface de jardin traitée en une semaine, ex@rimé
en centaines de fest donnée par la fonctiof(x ; y) = 1/2xy ol x ety sont exprimées en heures.

Une heure de travail colte 15 euros et une heure de locationadériel colte 30 euros. Les contraintes
matérielles imposent que<0x < 120 et 0< y < 100.

La figure 1 donnée en annexe représente la surfackéquationz= f(x; y).

La figure 2 donnée en annexe représente la projection omladgyde la surface” sur le plan(xOy), les courbes
de niveau de cette surface étant représentéeszpauiant de 10 en 10.

1. a) Les point#\ (20 ; 40 ;za) etB(60 ; yg ; 60) sont des points de la surfacé.
Déterminer pour chacun la coordonnée manquante.

A. YALLOUZ (MATH@ES) 197


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée Camille SEE
Année 2011-2012 FONCTION DE DEUX VARIABLES Te ES

b) Lire sur la figure 1 les coordonnées du pd@ret en donner une interprétation concrete.
c) Placer sur la figure 1 le poift de coordonnéeglO ; 80 ; 40.
d) Donner la nature de la courbe de nivead 50.
2. Les contraintes financiéres imposent de fixer le colt hbdaire correspondant & 2400 euros.

a) Démontrer que ety sont liés par la relatiog = — %x+ 80.

b) Quelle est la nature de 'ensemlgl€) des pointdM (X ; y; z) de I'espace dont les coordonnées vérifient
y=— %x%— 807

c) Représenter 'ensemb(€’) sur la figure 2 de I'annexe.

d) En déduire graphiqguement la surface de jardin maximurargpéut traiter avec un colt hebdomadaire
de 2400 euros.

3. a) Vérifier que, sous la contrainye= —§x+ 80, z peut s’écrire sous la forme= g(x), g étant la fonction
définie sur [0; 120] pag(x) = v 160x— X2.

_80-x ¢ désignant la fonction dérivée dg puis démontrer
V160« — 2

que la fonctiong admet un maximum sur l'intervall® ; 120.
¢) En déduire le temps de travail et la durée de location helbdaire qui permettent de traiter une surface

b) Démontrer que suo ; 120, ¢'(x) =

FIGURE 1
N\
AA_A
160 v ‘

- XN
o A

= AREKXEY
100 V \
» v*:‘A s SOEK
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EXERCICE 5 (D’aprés sujet bac Liban 2008

Une consommatrice apprécie deux types de fruitet . En un mois, elle achetekilos de fruits.e/ ety kilos
de fruitsZ; x ety appartiennent & l'intervallel; 10.

Son niveau de satisfaction est modélisé par la relatiogy) = Iny+ 2Inx

La figure ci-dessous représente, dans un repére orthod@salface d’équatiom= f(x;y) pour 1< x < 10 et
1<y<10.

67
[ 5-6
[ 4-5
(]34
W23
m1-2
M o1

1. Le pointN, d'ordonnée 5 et de cote In30, appartient a la surface. @altauvaleur exacte de son abscisse.

2. Onpeut estimer que le kilo de fruitg colte 3 euros et que celui de frui#colte 2 euros. La consommatrice
décide de ne pas dépenser plus de 36 euros par mois pourites fru
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a) Donner la relation entre les quantitésty de fruits.e# et % achetées pour un montant de 36 euros.
b) Montrer gualors le niveau de satisfaction de la consotriceest égal a I8 — 1,5x) + 2Inx.

c) Démontrer que, sur l'intervalli; 10, la fonctiong définie parg(x) = In (18— 1,5x) + 2Inx admet un
maximum pour une valeug que I'on précisera.

d) Quelles quantités de fruits’ et de fruits# la consommatrice doit-elle acheter dans le mois si elle veut
optimiser son niveau de satisfaction tout en respectarrdaainte de budget ?

EXERCICE 6 (D’aprés sujet bac France Métropolitaine Juin 2007

La production journaliére d’'une entreprise dépend de dacbelirs : le travail de la main d’ceuvre et I'utilisation
des machines. On désigne :

— parxla durée journaliére de travail de la main d’ceuvre, exprierébeure x appartient a l'intervallé0 ; 10

— pary la durée journaliére d'utilisation des machines, exprimééeuresy appartient a 'intervalle0 ; 12.

La quantité journaliere produite (en tonnes) est donnédapatation :

3
f(xy) = % avec O<x<10etO<y <12

La figure ci-dessous représente la surfag@ d'équation :z= f (x;y) pour 0< x < 10 et O< y < 12.

surface (.’) d’équation z = >y
X+

18

16

14

12

10

EREDENOEN
oo
A
5

Z: quantité journaliere produite

y : durée journaliere
d’utilisation des machines

1 3 4 5 6 7 8

x : durée iournaliére de travail de la main d’ceuvre

PARTIE 1 : Le pointA représenté par une croix est un point de la surfa€e.

1. Déterminer graphiquement I'abscisse et la cote du poiftalculer son ordonnée (arrondie au dixieme).
2. Interpréter les résultats obtenus en référence a la gtiodyournaliére de I'entreprise.

PARTIE 2 : Pour chaque heure, le colt total du travail s'éleve a 4 nsliiéeuros, et le codlt d'utilisation des
machines s’éléve a 1 millier d’euros.
L'entreprise décide de dépenser 36 milliers d’euros par @dvicherche a maximiser sa production journaliére
sous cette contrainte. On a alorsdy = 36.
La quantité journaliére produite (en tonnes) sous cettdraiote de colt peut donc étre modélisée par la
4x% — 36x

—-12
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1. On notey' la fonction dérivée dg sur I'intervalle]0 ; 10.
4(x—6)(x—18)

a) Pour tout nombre réelde l'intervalle]0 ; 10, calculerg'(x) et montrer quey' (x) = X127
X_

b) étudier les variations de la fonctigrsur I'intervalle]O ; 10.

2. a) En déduire la durée journaliere de travail et la duréengiére d'utilisation des machines permettant
d’obtenir une production journaliere maximale pour un dotdl de 36 milliers d’euros.

b) Préciser la quantité journaliére maximale produite emés.

EXERCICE 7 (D’'aprés sujet bac Antilles Septembre 2907

Une entreprise désire construire dans son hall d’entréguaraim ayant la forme d’'un pavé droit de hauteur
5 dm (décimetres).

Ses deux autres dimensions, exprimées en dm, sont desenatiarelx ety tels quex €]0 ; 20 ety €]0; 20.

La structure de cette construction est un bati métalliqueespondant aux 12 arétes du pavé droit et nécessitant
des réglettes d’aluminium dont le prix de revient est de Qr® & dm.

Les quatre parois verticales et le fond de cet aquarium sorgtits en verre.

PARTIE A

On décide d'investir exactement 80 euros pour la constmictu bati métallique.

1. Montrer que, pour cet investissement, les dimenskaty sont liées par la contrainte+ y = 20.
2. a) Déterminer en fonction deety le volumeV, exprimé en dry de cet aquarium.

b) En déduire le volum¥ en fonction dex sous la contrainte précédente.
3. On définit la fonctionf sur I'intervalle]0 ; 2 par f(x) = V.

a) Montrer que la fonctiorf admet un maximum syo ; 2Q.

b) En déduire les dimensions de I'aquarium peur que son wlsoit maximal ainsi que la valeur de ce
volume maximal.

PARTIE B

Soitg la fonction définie pour tout €]0 ; 20 et touty €]0 ; 20 parg(x, y) = xy+ 10(x+Y).
On donne en annexe la représentation graphique de la sdiéapetionz= g(x, y) dans un repére orthonormé

(O;T,T,R) :
1. Quelle est la nature de la section de cette surface paaredptquatiork = 12, paralléle au pIaéO T R) ?
Justifier la réponse.

2. Montrer queg(x, y) représente en fonction des dimensioret y 'aire S, exprimée en df de la surface
vitrée de l'aquarium.

3. On suppose pour cette question gue 12.
a) Calculer I'aire de la surface vitrée de I'aguarium dansale ou la contrainte de la partie A est respectée.

b) Déterminer, a I'aide du graphique, les valeursydpour lesquelles I'aire est comprise entre 400 et
500 dnf.

c) Vérifier le résultat précédent en utilisant le résultatadguestion 1.
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800

700
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500 W 400-500
0 300-400
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300 O 0-100

200

100
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EXERCICE 8 (D’apres sujet bac Asie 2008

On considere la surfacd’équationz=y x In(x), oux appartient a I'intervallg0,5; 5 ety appartient I'intervalle
[—3; 5. Cette surfac&est représentée sur I'annexe correspondant a cet exetdiest@ rendre avec la copie.

Les cing questions sont indépendantes I'une de I'autre.
1. On noteP le plan d’équationx = 3,5. Quelle est la nature de I'intersection de la surf@e¢ du planP ?

2. On désigne par;, l'intersection de la surfac8avec le plan d’équatiop= 2. Représenter la courl¥® dans
un repére orthonormal d’unité 2 cm.

3. Placer sur la surfacgle pointA d’'abscisse 2 et d’'ordonnée 4. Calculer sa céte.
4. Lire les coordonnées du poiBtsitué sur la surfac8.
5. On considére la sectidhde la surfaceS par le plan d’équatioz = 1.
a) Calculer I'ordonnée du poid d’abscisse 4 situé sur la secti@GhOn donnera la valeur exacte puis une
valeur approchée a 1 prés. Placer le poird sur la surfaces.

b) Arthur pense que la nature de la sectibast un morceau de parabole. A-t-il raison ? Pourquoi ?
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ANNEXE A RENDRE AVEC LA COPIE

EXERCICE 9 (D’'aprés sujet bac La Réunion 20111

Un artisan glacier fabrique des glaces et des sorbets.

On appelle respectivemertety les quantités de glace et de sorbet exprimées en centaitiéesieproduites
et vendues quotidiennement.

Le co(t total de productiomexprimé en dizaines d’euros, est donné par la relation :

z=2x+y* —xy+6x, avecxe [0; 10 ety [0; 10.
Sur I'annexe 2 :
— la surface 9) représentant le cot de production en fonctiox dedey dans un repére orthogonal est donnée
en figure 1;
— la figure 2 représente la projection orthogonale de la sei(f8 sur le plan(xOy) ;
— les courbes de niveau de cette surface sont représentéesgiiant de 20 en 20.
1. a) Cestle point d€S) d’abscisse 6 et d’ordonnée 2.
Placer le poin€C sur la figure 1 donnée en annexe 2.
b) Calculer la cote du point C précédent. Interpréter le résultat obtenu.
¢) On suppose dans cette question gue4.
Exprimer alorsz en fonction dex.
En déduire la nature de la section de la surfg@epar le plan d’équatioy = 4.
Surligner en couleur cet ensemble sur la figure 1.

Pour des raisons de stockage et de rentabilité, la fatwicdtx centaines de litres de glace etydeentaines
de litres de sorbet engendre la contrainte-y = 10.
On note(E) I'ensemble des points du plan vérifiant cette contrainte.
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a) Lafigure 2 donnée en annexe 2, représente les lignes daurdes colts de production.
Représenter 'ensembl(&) sur cette figure.
b) Vérifier que, sous la contraintet y = 10,z peut s'écrire sous la forme :

z=g(x), avecg(x) = 4x? — 24x+ 100.

Dans la question suivante, toute trace de recherche, méoeipléte, ou d'initiative méme non fructueuse
sera prise en compte dans I'évaluation

Déterminer les quantités de glace et de sorbet (en centénktses) qu'il faudrait produire pour que le
co(t de production soit minimum.

ANNEXE

Figure 1
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Figure 2
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EXERCICE 10

Une entreprise dispose de deux unités de fabrication A etuB po méme produit. Le co(t total de production exprimé
en milliers d’euros de cet article poxmilliers d’articles produits dans I'unité A et demilliers d’articles produits dans
Iunité B est donné paf (x;y) = In (2x2+y?+1).

La figure ci-dessous représente, dans un repeére orthodarslrface(S) d'équationz = f(x;y) pour 0< x < 10 et
o0<y<1o.

FIGURE 1

PARTIE A

1. Le pointB(2;4;2In5 appartient-il & la surfaces) ?
2. Placer sur la surface le poitd’abscisse 6 et d’'ordonnée 3. Calculer la valeur arrondigix@éme de sa cote.
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PARTIE B
La demande est de 9000 articles par jowaty sont donc liés par la relation+y = 9.

1. Lafigure 2 ci-dessous, représente la projection orthalgate la surfacéS) sur le plan(xQOy), les courbes de niveau
de cette surface étant représentées poariant de 1 a 6.

a) Quelle est la nature de I'ensemid®) des pointdM(x;y; z) de I'espace dont les coordonnées vérifiesty = 9 ?
b) Représenter I'ensemh{é’) sur la figure 2 ci-dessous.
¢) En déduire graphiqguement le co(t total minimal pour urelpction de 9000 articles.

FIGURE 2

2. a) Vérifier que, sous la contrainte-y = 9, le co(t total peut s’écrire sous la forme d’une foncgaiéfinie sur0; 9]
parg(x) = In (3x* — 18x+82) .
b) Démontrer que la fonctiogpadmet un minimum sur l'intervallf®;9].

¢) En déduire le nombre de milliers d’articles produits dansté A et le nombre de milliers d’articles produits dans
I'unité B pour obtenir un co(t total minimum. Quel est aloesnhontant arrondi au millier d’euros prés du co(t

total ?
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Soit (un) la suite définie pour tout entierparu, = 6" + 4.

Nous avonsig = 5,u; = 10,up = 40,u3 = 220,us = 1300,. ..

Il semblerait que poun > 1, uy soit un multiple de 10.

Procéder a une série de vérifications pour tous les entiesvatemment impossible. En mathématique, il existe un
type de raisonnement, appelé raisonnement par récurrgaciulierement adapté quand on demande de prouver une
propriété dépendant d’'un paramétrentier.

| LA DEMONSTRATION PAR RECURRENCE

1 PRINCIPE DE RECURRENCE

Soitng un entier naturel e#?, une propriété qui dépend de I'entier

Pour démontrer que la propriété, est vraie pour tout entier > ny, il suffit de démontrer :

— que la propriété est vraie pour la valegr(Initialisation)

— puis, vérifier que si la propriété est vraie pour un emniéxé, alors la propriété est vraie au rang suivartl. (La
propriété est héréditaine

Le raisonnement par récurrence s’apparente a la théoridameisos :
On considére une suite de dominos dont la distance entredimainos est telle que la chute d’'un domino entraine la
chute du domino suivant. Si le premier domino tombe alors tomberont.

EXEMPLE

Montrons que pour tout entier naturel> 1, 6"+ 4 est un multiple de 10.

NotonsZ?, la propriété 8+ 4 = 10k aveck entier naturel.

1. Initialisation :
6!+ 4 = 10. Donc la propriété est vraie pouie= 1.

2. Hérédité :
Soitn un entier tel que B+ 4 = 10k aveck entier naturel, montrons qué 6 + 4 est un multiple de 10.
Par hypothése de récurence, orf'a-8 = 10k d’'ou

6"l +4=6x6"+4
=6x (10k—4)+4
= 60k— 20
=10x (6k—2)

Ainsi, 6™+ 4 est un multiple de 10 don@,. 1 est vraie.
D’apres le principe de récurrence pour tout entier natugell, 6"+ 4 est un multiple de 10 .

2 REMARQUES

— L'oubli de l'initialisation peut conduire a des résultéasix. En effet, considérons la propriété, suivante « 4+ 5 est
un multiple de 5 ». Par hypothése de récurence, dhia= 5k d’ou

Al i5_4x4" 15
=4x (5k—5)+5
=20k—15
=5x (4k—-3)
La propriété#,, est héréditaire mais®4- 5= 6 donc on ne peut pas conclure qé& est vraie pour tout entier.

— Le point faible du raisonnement par récurrence est quiingt de constater I'exactitude d’'un résultat préalabldmen
proposé mais ne |'établit pas.
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EXERCICE 1
Montrer par récurrence :

n(n+1)
5

M s
i

1. Pour tout entier naturel> 1,

7\_
s
ol

2. Pourtout entier naturel> 1, § (2k—1) = n (somme des premiers entiers impairs ).
K=1

n(n+1)(2n+1)

6 (somme des carrés dapremiers entiers ).

n
3. Pour tout entier naturel ;kz =
k=

4. Pour tout entier naturel> 1, 3+ 23+ 334 ...+ 3= (1+2+43+---+n)?
L o . N oo n?(n+1)?
Indication : cela revient & démontrer que pour tout entier natugell, z k® = —
K=1

EXERCICE 2

Montrer que pour tout nombre réeb> 0 et pour tout entier nature| (14 x)" > 1+ nx

EXERCICE 3

. Lo - nin—1)
Montrer que lorsque personnes se serrent la main, le nombre de poignées de rhaingées estz—
EXERCICE 4

Montrer par récurrence que pour tout reet 1

1— Xn+l

n
14X+X4 X = § ="
FXAXE A kZO T—x
En déduire que pour tout réel~ 1 et pour tout entien > 1

- (n4+1)x"+1
(1-x)?

n
14+ 2X+ 3+ X1 = > k1=
k=1

Indication ; Dérivée

EXERCICE 5

Soit (un)@1 la suite définie pau; = 0 et pour tout entier naturel> 1, up 1 = 2up+ 1.
Montrer que pour tout entier natunel> 1, u, = 2" 1 —1.

EXERCICE 6

Soit (up) la suite définie pany = 4 et pour tout entier naturel up;1 = uﬁ —2.
Montrer que pour tout entier natumglu, = (2+ \/§)2 +(2— \/§)2 :

A. YALLOUZ (MATH@ES)

Te ES

209


http://yallouz.arie.free.fr

Chapitre 14

SUITES
I Suites premieres définitions. . . . . . . . 211
1 Définition . . . . . . . L 211
2 Représentation graphique . . . . . . . . . 211
I Comportementglobald’'unesuite . . . . .. .. . .. .. ... 212
1 Suites minorées - Suites majorées - Suitesbhornées. . . . .. .. ... ... ... 212
2 sensdevariation. . . . . ... 213
I Limite d'une suite . . . . . . . . . e 214
1 Suitesconvergentes. . . . . . . L e 214
2 Suites divergentes. . . . . . .. 214
3 Limitesetopérations . . . . . . . . . .. 215
IV Suites particulieres. . . . . . . . . e 215
1 Suites arithmétiques. . . . . . . . . . 215
2 Suites gEOMALHIQUES . . . . . . . . 217
3 Suites arithmético-géomeétriques. . . . . . . . . . . . 218
EXERCICES « « « v v v vt i e e e e e e e e e e e e e 221

A. YALLOUZ (MATH@ES) 210


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée Camille SEE
Année 2011-2012 SUITES TeES

| SUITES PREMIERES DEFINITIONS

1 DEFINITION

Une suite réellel est une fonction de I'ensemble des entiers natd¥e{eu d’une partie d&V) dansRR.
On noteu = (Un),cy ; Un €St le terme d’indice de la suite.

Dans la notation d’une suite, on peut préciser le rang arpghrtjuel la suite est définie.
— Sila suite(un) .y est définie pour tout entieron la note(un) ..o ou plus simplemen(un).
— Sila suite est définie a partir d’un certain rdogn la note(un) .- le premier terme de la suite agt

DEFINITION D’UNE SUITE

Une suite peut étre définie :

— de facon explicite en exprimant en fonction den & I'aide d’une formule. On peut calculer n'importe quel terde la
suite & partir de son indiae Par exemple :

n+(=1)"

Pour tout entien > 1, u, =

24+ (-1)* 25
24—-1 23

— par une formule de récurrence en exprimant un terme enifondes termes qui le précedent, et en donnant le(s)
premier(s) terme(s). Dans ce cas pour calculer le termerdgnal est nécessaire de calculer tous les termes qui le
précedent. Par exemple :

. . - 7
définit la suite(un) .1 = (3,1,271,5, - ) .

Le termeuy, estuoy =

1
Ho 2 définit la suite(un) = <_72, ~15,-7,-- ) )
Pour tout entien, Un1 = 3— 2un 2

2 REPRESENTATION GRAPHIQUE

Dans le plan muni d’'un repév(dD;T,f), la représentation graphique d’une suitig) est le nuage de poinid (n; up)

CAS D’UNE SUITE DEFINIE DE FAGON EXPLICITE

Soit (up) la suite définie pour tout entierparu, = In (n2 + 1).
Calculons les premiers termes de la suite :

Uo uy uz us Uy Us Us
0 In2 In5 In10 In17 In26 In37

La représentation graphique de la syiig) est 'ensemble des poinkdy(0;0), M1(1;In2), M1(2;In5) etc ...
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CAS D'UNE SUITE DEFINIE PAR UNE RELATION DE RECURRENCE

Dans le cas d’une suite définie par récurrence, on préféerégepter les premiers termes de la suite sur I'axe des abscis
en utilisant la courbe représentative de la fonction dé&farisla relation de récurrence.

20
Soit (up) la suite définie pany = 15 et pour tout entier naturalparup1 = 1+ —
Dans le plan muni d'un repére orthogonal, on trace la dbit#équationy = x et la courbes; représentative de la
fonction :

f:Xn—>1+2—XO

y Ct
1 M3 Az
My Ay
Me As
1 Mg Ag
A7 M7
i P/ L Ms
|
As ' : | : : Ms
T P | I | |
Aq I by | | | | M1
U o = — — — — — : : t + + t t ——
1 | | | | |
: I [ | | | |
| b [ | |
A | [ [ | |
1t I | I o | |
I o [ | |
| | [ | | | |
t t v 1‘ v 1* t h ¥ t Y t t X t t t t t
1 up Uz Us Uy Us Us Ug Uz U X

On place le terme initially sur I'axe des abscisses.
20 o , . .
Commeu; = 1+ o alorsu; = f (up). Ainsi, u; est 'ordonnée du poiritl; de la courbe&ss d’abscissel.
o

Pour obteniw; sur I'axe des abscisses, on utilise la drdite
Le pointA; de la droite/A, de méme ordonnée que le polvif, a pour coordonnées (us; Uz ).
On réitere le méme procédé pour obtepia partir deu; et successivement les termes suivants de la suite.

Il COMPORTEMENT GLOBAL D'UNE SUITE

1 SUITES MINOREES - SUITES MAJOREES - SUITES BORNEES

Soit (uy) une suite réelle.
1. Dire que la suitéu,) estminoréesignifie que :

il existe un entiemtel que, pour tout entiar, uy > m.
2. Dire que la suitéun) estmajoréesignifie que :

il existe un entieM tel que, pour tout entier, u, < M.

3. Dire que la suitéun) estbornéesignifie que la suite est minorée et majorée.
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REMARQUES

— Sile réelmest un minorant de la suiten,), alors tous les réels inférieursrdsont aussi des minorants de la suyitg).
— Sile réeM est un majorant de la suiten), alors tous les réels supérieurlasont aussi des majorants de la suitg).

EXEMPLES

1. Soit(uy) la suite définie sulN paru, = 0,250 — 2.
Pour tout entien, 0,25n2 > 0.
On en déduit que,QSan 2> —2. Soit pour tout entien, uy > —2.
La suite(un) est minorée par-2 (elle est donc minorée par tous les réels inférieur@ i
n+1

2. Soit(vy) la suite définie sulN parv, = ——.
(Vn) parvn ni2

La suite(vn) est minorée par O car tous les termes de la suite sont positifs

D’autre part, pour tout entien,
n+1_1 1

n+2 n+2

On en déduit que pour tout entiervy < 1.
La suite(vn) est minorée par O et majorée par 1. Elle est donc bornée.

2 SENS DE VARIATION

" Soit (un) une suite réelle ety un entier.

1. Dire que la suitéun) estdécroissantéresp. strictement décroissante) a partir du nangignifie que :
pour tout entien > ng, Un+1 < Up (resp.lnig < Up).

2. Dire que la suitéun) estcroissantgresp. strictement croissante) a partir du rapgignifie que :
pour tout entien > ng, Un.+1 > Uy (resp.Uni1 > Up).

3. Dire que la suitéup) estconstantgou stationnairg a partir du rangng signifie que :
pour tout entien > ng, Un+1 = Un.

4. Dire que la suitéun) estmonotonesignifie que la suite est croissante ou décroissante.

Pour étudier la monotonie d'une suft&,) on peut en général :
— d’apres la définition, étudier le signe de la différenge; — un;

— lorsque tous les termes de la suitg) sont strictement positifs, comparer-}— etl;

— lorsque la suitéuy,) est définie explicitement en fonction depar une expressmn de la forrag= f(n), si la fonction
f est monotone sur l'intervall®; +oo[ alors la suitdu,) a le méme sens de variation que la fonctfon

EXEMPLES

1. Etudier la monotonie de la suitan) définie pamug = 1 et, pour tout entier natura| up, 1 = UnZ+ un + 1.

Nous avonsal, 1 — Uy = Un?+1 doncup1 — Uy > 0. La suite(u,) est croissante.
n

2. Etudier la monotonie de la suita,) définie pour tout entier naturalparu, = R

La suite(un) est & termes strictement positifs et pour tout entjer

Upyp 271 n+172><(n+1)72n+27 N n
Un n+2 2 n+2  n+2 n+2

Ainsi, la suite(u,) est & termes strictement positifs et pour tout ern,ueau&l > 1 donc la suitéup) est croissante.
n

1
n2+4+1’

on a pour tout entier natura) u, = f(n).

3. Etudier la monotonie de la suita,) définie pour tout entier naturalparu, =

: : e : 1
Soit f la fonction définie sur l'intervall§0; +oo[ par f (x) = e
—2X

(2+1)*
Sur[0;+o0], la dérivée est négative, donc la fonctibest décroissante. Par conséquent, la gujfeest décroissante.

Or f'(x) =
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Il LIMITE D'UNE SUITE
1 SUITES CONVERGENTES

DEFINITIONS

' Soit (un) une suite définie sUN et/ un réel.

1. Dire que la suitéun) admet pour limite le réel signifie que tout intervalle de la fornjé—r; £+ r| contient tous les
termes de la suite a partir d’'un certain ragOn écrit :

lim uy=4¢
X—+00

2. Une suite qui admet pour limite un réedst diteconvergente

Autrement dit, une suitéun) est convergente vers un réedi tous les termes de la suite a partir d’'un certain rang pguve
étre aussi proches que voulu fle

INTERPRETATION GRAPHIQUE

Si on représente la suite convergente par un nuage de paimssuth repére, a partir d’'un certain ramyg tous les points
sont dans la bande délimitée par les droites d’équatied —r ety = £ 4.

Un
{
\
\
. |
\ /\ /Q |
\ 1 A\ Y
l+r —— 7y phy P N
/ \ L . D (S e e o e o o
\ ! \ / / NI | \./ N ° I
\ \
[_r- \_/ [ ] |
g (B \/ Y |
\ |
\/ ¢ \
y \
|
|
|
|
|
No n

EXEMPLE
. 1 1
Les suites] — et| — , p € IN* sont convergentes vers 0.
VN e "/ nens

PROPRIETES

1. La suite(un) converge vers un réélsi, et selement si, la suitei,) — ¢ est convergente vers un 0.
2. Toute suite convergente est bornée.
Attention la réciproque est fausse. Un contre exemple estita(u,) définie pour tout entiem paru, = (—1)"

2 SUITES DIVERGENTES

SUITES DE LIMITES +00 OU —00

On dit qu’une suite(un) tend vers+oo (resp.—oo) Si Uy est aussi grand (resp. petit) que I'on veut dés guest
suffisamment grand.
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DEFINITION

Dire qu’une suitdu,) estdivergentesignifie qu’elle n’admet pas de limite ou que sa limite-esb ou —oo.

EXEMPLES

1. La suite(un) définie pour tout entien paru, = (—1)" n’a pas de limite, elle est divergente.
2. Lasuite(un) définie pour tout entien paru, = 2n+ 1 a pour limite+oo, elle est divergente.

REMARQUE
Etudier la nature d’une suite, c’est déterminer si elle eavergente ou divergente.
3 LIMITES ET OPERATIONS

Les suites étant des fonctions particuliéres, les pragwigtr les limites de sommes, produits, quotients, .. . desssiont
les mémes que pour les fonctions.

IV  SUITES PARTICULIERES
1 SUITES ARITHMETIQUES

DEFINITION

Une suite(uy) estarithmétiques’il existe un nombre réeltel que pour tout entien,
Unt1=Un+T

Le réelr est appelé la raison de la suite arithmétique.

PROPRIETE 1

Soit (uy) une suite arithmétique de raisoet de premier termeg alors pour tout entiem,

Un = Up+Nr

PREUVE

Soit (uy) une suite arithmétique de raisort de premier termay. On noteZ?, la propriétéun, = ug+ nr.
— La propriété est vraie au rang@,= up+0 x r.
— Soitn un entier tel quei, = Up+ Nnr. (up) une suite arithmétique de raisodonc :

Unt1=Un+T
= (Up+nr)+r
=Up+ (n+1)r

Donc &, est vraie.
D’aprés le principe de récurrence, pour tout entier natyrel = ug+ nr

PROPRIETE 2

Si (un) une suite arithmétique de raisomlors pour tout entiem et pour tout entiep,

Un=Up+(N—p) xr

EXEMPLE

. . e . 5
Soit (up) la suite définie pany = —12 et pour tout entier nature] up1 = up + 3 Calculerugs.

: e .5 :
(un) est une suite arithmétique de de ral%et de premier terme-12 alors,

Ugp = —12+42 % g =23
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VARIATIONS ET LIMITES

Te ES

Soit (up) une suite arithmétique de raison
— Sir = 0 alors la suite est constante alors la suite conver(hgeft uine= up.
—+00

— Sir > 0 alors la suite est croissante alors la suite diver%e Et U= +o0.
— + 00
— Sir < 0 alors la suite est décroissante alors la suite diverge?t uh = —oo.
—+00

SOMME DE TERMES CONSECUTIFS

PROPOSITION

Pour tout entier naturelon a :

n
. 1
1+2+---4+n= 20| = M
& 2
. N(n+1)
On noteZ?, la propriétéy i = ——=
nla prop i; >
— Il estimmédiat que¥; est vraie
n
. . . 1
— Soitn un entier tel querl = M
e 2
n+1 n
Z)I = Z}i +(n+1)
i= i=
n(n-+
= ( ) (n+1)
2
n
= (n + 1) E + 1)
_ (n+1(n+2)
2
Donc &, est vraie.
. - ) . o (n+1)
D’aprés le principe de récurrence, pour tout entier na'nurz; = 5
i=

COROLLAIRE

" Soit (un) une suite arithmétique de premier terme

¢, _ (Uotun)(n+1)

uo+ul+---+un=Z)ui=
i=

2
PREUVE
Soit (up) une suite arithmétique de premier termeet de raisorm,
n n
Z}ui = 20(u0+ir)
i= i=
n n
= %Uo +r %i
i= i=
nn+1
:(n+1)uo+r7( )

2
(n+1) Ug+r- )
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2 SUITES GEOMETRIQUES

DEFINITION

Une suite(un) estgéométriques’il existe un nombre réej tel que pour tout entie,
Unt+1 = QUn

Le réelq est appelé la raison de la suite géométrique.

PROPRIETE 1

Soit (up) une suite géométrique de raisget de premier termey alors pour tout entien,

Un = Up x q"

PREUVE

Soit (uy) une suite géométrique de raisget de premier termag. Notons4, la propriétéu, = up x q".
— La propriété est vraie au rangu@, = up x g°.
— Soitn un entier tel quel, = Up x g". (up) une suite géomeétrique de raisgdonc :

Un+j_: Unp X q
= (U xq") xq
= Ug X q”*l

Donc &, est vraie.
D’apres le principe de récurrence, pour tout entier natyre = ug x "

PROPRIETE 2

Si (un) une suite géométrique de raisgalors pour tout entiem et pour tout entiep,

Up=Upx " P

MONOTONIE

Soit (uy) une suite géométrique de raisget de premier termag donc :

Un+1— Un = Ug x g1 — g x @

=upxq"x(q—1)
La monotonie de la suite dépend du signaigley” et (q— 1)
— Siq < 0 alorsg" est positif poumn pair, négatif poun impair donc la suite n’est pas monotone.

— Siq > 0 alors la suite est monotone, croissante ou décroissantelsesigne du produitip x (q—1) .
Nous pouvons en déduire les deux théorémes suivants

THEOREME 1

Soitq un réel non nul.

Sig < 0 alors la suitédq™) n’est pas monotone.

Siq > 1 alors la suitdq™) est strictement croissante.

Si 0< g < 1 alors la suitdq") est strictement décroissante.
Sig =1 alors la suitédq") est constante.

THEOREME 2

Soit (uy) une suite géométrique de raisgnon nulle et de premier termg non nul

— Siq < 0 alors la suitéu,) n'est pas monotone.

— Sig> 0 etup > 0 alors la suitdun) a le méme sens de variation que la sif®).

— Sig> 0 etup < 0 alors la suitdun) a le sens de variation contraire de celui de la s«jf¢.
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LIMITES

Soit (up) une suite géométrique de premier teragaon nul et de raisog non nulle.
Sig < —1 alors la suitéu,) n"'admet pas de limite.
Si—1< g< 1 alors la suitéu,) converge et ﬂm un=0.

—+00

Siq=1 alors la suituy,) est constante et égalaig
Siq > 1 alors la suitguy,) diverge (avec limu,=—ocosiup<0et lim uy, = +oo Siug > 0).
N—+o00 n—+o00

SOMME DE TERMES CONSECUTIFS

" Soit (un) une suite géomeétrique de raisge- 1 et de premier termey alors pour tout entien,

n 1_qn+1
Up+Ui+--+U =S U=u| ——
o+ Ui+ -+ Uy iZOI 0( 1-q )

Cette formule peut se retenir de la fagon suivante :
La sommeSde termes consécutifs d’'une suite géométrique de rajsén est :

_ qnombre de termes

S= premier terme
p X 1-q

PREUVE

Soit (up) une suite géométrique de raisge: 1 et de premier termey.

. n 1— qn+l
NotonsZ, la propnétéi;ui = Ug X (17(1)

0 1
s . 1-
— La propriété est vraie au rang E’bui = Up etup x ( 1 C; > = Up.
i= -

n 1— qn+l
— Soitnun entier tel querui = Ug X (17q>
Z _

n+1 n

ZJUi = %Ui +Un+1
i= i=

_ a1l
:uox (17qq)+uoan+l

1
_ 1-g™t n+l
UOX( 1-q ¢ )
ANl n+1 .
u0><<1 g gt x (1 q))
1-q
_ 1 qn+2
u0><< 1-q >

Donc &, est vraie.
n 1— qn+1
D’aprés le principe de récurrence, pour tout entier naturzjui = Up X <17q)
i= -

3 SUITES ARITHMETICO-GEOMETRIQUES

DEFINITION

Soita etb deux réels.
La suite(u,) définie pour tout entien, par la relation de récurrencg,; = au, + b et de terme initialiy est une suit
arithmético-géomeétrique

REMARQUE

— Sia=1 la suite est arithmétique.

— Sib =0 la suite est géométrique.

— Dans les autres cas, la suite n’est ni arithmétique ni géayoé.
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ETUDIER UNE SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE

Soita etb deux réels tels qua+# 1 etb +# 0. (up) la suite définie pauyg et pour tout entien, u,1 = au, +b.
REPRESENTATION GRAPHIQUE

On trace la courbe représentative de la fonction affing — ax+ b et la droiteA d’équationy = x

a<0 a>0 A
y A y y=ax+b
N
I
I
(-
:||
[
Py
:|:||
|'|"
| | |IIII
— | |I||I
T Loy g :
[ W I by |
[ T I T A | | pobar
N I : Loy
L I I [
[ B I y=ax+b [ Lo
1t T R 1T ! Lo
} & l*#l*@@ v } ‘ @ *@WW 1
0! 1 w U3 Usu7 O uglgUs U Uo X 0' 1 W U Uz Uz UgUsls O X

Le graphique permet d’obtenir un certain nombre de conjesté propos de la monotonie ou de la convergence de la
suite.

UNE SUITE AUXILIAIRE

Si une suite arithmético-géométrique définie par une mate récurrence du typg. 1 = au, + b est convergente, alors

sa limite est I'unique solution de I'équati@x+ b = x. Soitx = 1 a aveca # 1.

Notonsa le reeln. Soit(vy) la suite définie pour tout entier parv, = uy — a

On montre alors que la suife,) est une suite géométrique. En effet, pour tout emtjer

Vner =Unt1— 0
b
=au+b——
" l1-a
— Al ab
T 1-a

—ax (u b
- ""1-a

=axVy

Ainsi, (vn) est une suite géométrique de raisoet de premier termey = Up — Q.

Par conséquent, pour tout entigv, = Vo x a". On en déduit que pour tout entigru, = vo x a" + a
— Le résultat « pour tout entier u, = Vo x a" + a » permet d’étudier les variations de la suitg).
— La nature de la suit@,) se déduit de la suite de terme généedl).

EXEMPLE

Chloé a déposé 1060 le 1°" janvier 2010 sur un compte rémunéré au taux annuel de 3%.iQépE" janvier de chaque
année, Chloé dépose sur ce compte 80@n noteuy, le montant, en euros, du capital dont Chloé dispose le 2ganeé
'année 20106+ n

1. Exprimer y,,1 en fonction de gt

Pour tout entier naturel, u, 1 est le montant, en euros, du capital dont Chloé dispose awjale I'année 2019
n+ 1 qui, correspond au capita| dont elle disposait alfljanvier de I'année 2010 n, augmenté des intéréts rapportés
par ce capital pendant un an et des #qu’elle a déposé Ie®ljanvier de 'année 201@ n+ 1.

Donc pour tout entien, u,;1 = 1,03 x u,+ 300
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2. Soit(vn) la suite définie pour tout entier n, par v u, + 10000 Montrer que ¥ est une suite géométrique dont on
précisera la raison et le premier terme.

Pour tout entien,

Vini1 = Un1-+ 10000
= 1,03 x Up+ 10300
= 1,03 % (Up 4+ 10000
=1,03x vj

Ainsi, (V) est une suite géométrique de raisob3let de premier terme& = 100004 1000= 11000.
3. Exprimer y, en fonction de n.

(vn) est une suite géométrique de raisgB3let de premier terme = 11000 donc pour tout entier, v, = 11000x
1,03".

Donc pour tout entien, up = 11000x 1,03"— 10000.
4. Etude de la suitéup).

a) Pour tout entien, u, = 11000x 1,03"— 10000. Donaip 1 — Uy, = 300x 1,03". D’oU Upy 1 — U > 0.
Par conséquent, la suifan) est strictement croissante.

b) Comme 103> 1, lim 1,03"=+4oco0 donc lim 11000x 1,03"— 10000= +o0. Soit lim U, = +oo.
N—+o00 N—+o00 N—+o00
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EXERCICE 1

Soit (un)n>1 la suite définie pan; = 0 et pour tout entier naturel> 1, un. 1 = 2up+ 1.
Montrer que pour tout entier natunel> 1, u, = 2"1—1.

EXERCICE 2

Soit (up) la suite définie pany = 4 et pour tout entier naturel up1 = uﬁ —2.
n n
Montrer que pour tout entier natumlu, = (2+ \/§)2 +(2— \/5)2 :

EXERCICE 3
Etudier le sens de variation des suites :

1. uest la suite définie pour tout entieparu, =2n—1
2. vest la suite définie pour tout entieparv, = n?+2n

3. west la suite définie pour tout entieparw, = 2"

EXERCICE 4

Montrer par récurrence, que la suftg) définie parg = 2 et pour tout entier nature| un, 1 = /Un est décroissante.

EXERCICE 5
Soit (wy) la suite définie pour tout entier natureparw, = 16 x 0,5"— 1.

1. Etudier la monotonie de la suiten).

2. Calculer la limite de la suiténg).

EXERCICE 6

On consideére les suites définies paue 1 par :

n+1 n 1
a) un:T b) Un:m c) un:n_,_—ﬂ d) un=

n2+1
Pour chacune de ces suites :

1. Etudier son sens de variation. La suite est-elle bornée ?

2. Etudier sa nature.

EXERCICE 7

. . e . 5
1. Soit(up) la suite définie pany = —12 et pour tout entier natura] up1 = up + 5 Calculerugs.

2. (un) est une suite arithmétique telle qug = 64,us = 14. Déterminer I'entiek tel queuy = 114

o . . " 64

3. (vn) est une suite géométrique de raigpstrictement positive telle qug = 48,vs = 3
. . _ 256
Déterminer I'entiemp tel quevp = o7

EXERCICE 8

1. Soit(up) la suite définie pang = —2 et pour tout entien :
Un+1 == O,GUn + 2

a) Tracerdans le repére ci-dessous, la courbe représertatia fonctiorf définie pour tout réet par f (x) = 0,6x+2
et la droiteZ d’équationy = x.
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AN

b) Dans ce repere, placesg sur I'axe des abscisses puis, en utilisant les droites gefognent tracées, construire sur
le méme axely, Uy, Uz , Ug €t Us.

¢) Quelle conjecture peut-on émettre sur les variationa deite(u,) ? Conjecturer la limite de la suiten).
d) Quelle estla nature de la suite,) définie pour tout entien parw, =u,—57?
e) Exprimeru, en fonction den.
f) Etudier les variations de la suitg.
g) la suiteuy, est-elle convergente ?
2. Soit(vy) la suite définie pavp = 12 et pour tout entien :

Vn+]_ == 0,6Vn + 2

a) Dans le repére précédent, construire sur I'axe des absdiss six premiers termes de la s(itg.
b) Etudier les variations de la suitg.
c) la suitev, est-elle convergente ?
3. Peut-on choisir une valeag pour laquelle la suite définie pour tout entigpara,, .1 = 0,6a, + 2 est stationnaire ?

EXERCICE 9
Soit (un) la suite définie parug = 300 et pour tout entier nature] uy;1 = 0,75 % un+ 200 .

1. Utiliser les droites d’équations= x ety = 0,75x+ 200 pour construire les quatre premiers termes de la Gule
(Cette construction est a faire sur le graphique de 'annex@essous

Que peut-on conjecturer a propos de la limite de la Suitg?
2. Soit(vy) la suite définie pour tout entier naturelparv, = u, — 800.
a) Démontrer quévy) est une suite géométrique dont on précisera le premier terfaeaison.
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b) Exprimer, pour tout entier naturel v, en fonction den.
En déduire que, pour tout entier natuneli, = 800— 500x 0,75".

c) La suite(un) est-elle convergente ?

3. Une salle de spectacle propose un abonnement pour I'aBné&910, il y avait 300 abonnés.
On estime que chaque année, il y a 200 nouveaux abonnés euqe@dnée sur I'autre, 75 % des abonnés renouvellent
leur abonnement.
On noteu, le nombre d’abonnés pour I'année 2048 ; on a donaig = 300 etu,, 1 = 0,75 x u,+ 200.

a) Dans combien d’années, le nombre d’abonnés sera-téfiguyp a 790 ?
b) Dans ces conditions, est-il possible pour le gérant dalle de spectacle d’espérer 1000 abonnés ?

ANNEXE
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300 e
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 X

EXERCICE 10

Une observation faite sur la fréquentation d’'un stade débfdba permis de constater, pour chaque année, un taux de
réabonnement de 80%, ainsi que I'apparition de 10 000 naxeaonnés.

L'objet de cet exercice est I'étude du nombre annuel desradmren supposant que la situation décrite par I'observatio
reste la méme au fil des ans.

On notea, le nombre des abonnés a la fin del&M€ année et on précise qag = 30000.
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1. Calculera; etay. Justifier que pour tout nombre entier naturebn aa, 1 = 0,8a,+ 10000.
2. Etude graphique de la suitan),,c -
a) Dans le plan munid’un repére orthonormali¢é graphique 1 cm représente 10000 abonnés) représenter la droite
D d’équationy = 0,8x+ 10000 et la droité d'équationy = x.
Placerag sur I'axe des abscisses et, en utilisant les draXesA, placer sur I'axe des abscisses les valeufs, ,
as (laisser apparents les traits de construction).

b) Quelle semble étre la limite de la sui@ ), ?
3. Etude numérique de la suitan) oy
On considére la suit@n),,. v définie pam, = ay — 50000 pour tout nombre entier naturel
a) Démontrer que la suiten) .y est une suite géométrique dont on précisera la raison eeteier terme.
b) En déduire que, pour tout nombre entier natarel, = 50000— 20000x 0,8".
c) DétermineEHIiry0 an.
4. Lobjectif des dirigeants du stade est d’avoir au moins0@8 abonnés. Si I'évolution du nombre d’adhérents se
poursuit selon ce modele, dans combien d’années, cet blsiea-t-il atteint ?

EXERCICE 11
On considére la suite numériqua,) définie par ug = 2 etun;1 = 0,4u,+ 4,8 pour tout entier naturel.

1. Utiliser les droites d’équations= x ety = 0,4x+ 4,8 tracées ci-dessous, pour construire les quatre premiengs
de la suite(un).
Que peut-on conjecturer a propos de la limite de la Suitg?

y

10

2. Soit la suitg(vn) définie, pour tout entier naturelparv, = u, — 8.

a) Démontrer que la suif@y,) est une suite géométrique de raison 0,4.
b) Exprimer alorss,, en fonction den. En déduire une expression deen fonction den.
c) Déterminer la limite de la suitge,).
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3. Une revue spécialisée est diffusée a 12 000 exemplaiitgsas@bonnement soit par vente en librairie. Ajdnvier
2007, 2 000 personnes sont abonnées a cette revue. Une tttistegse a permis de constater que d’'une année sur
I'autre, 80% des abonnés renouvellent leur abonnemen®étdé&® acheteurs non abonnés de la revue souscrivent un

abonnement.

Pour tout nombre entier natumglon noteu, le nombre d’abonnés a la revue, exprimé en millia@nnées apres €1
janvier 2007. On a dongy = 2.

On suppose que le nombre d’abonnés a la revue évolue de la faéomdes années suivantes.

a) A partir de quelle année le nombre d’abonnés sera supériz@00.

b) Est-il possible pour la direction de la revue d’envisagenombre d’abonnés supérieur & 8 000 ?

EXERCICE 12 (D'apres sujet bac Antilles Guyanne 2011

Une entreprise du secteur « Batiments et Travaux Public# séttuire la quantité de déchets qu’elle rejette pour retgre
une nouvelle norme environnementale. Elle s’engage, aeterejeter moins de 30000 tonnes de déchets par an.
En 2007, I'entreprise rejetait 40000 tonnes de déchets.
Depuis cette date, I'entreprise réduit chaque année latifjgiaie déchets qu’elle rejette de 5 % par rapport a la quéantit
rejetée I'année précédente, mais elle produit par aill2d@tonnes de nouveaux déchets par an en raison du déveleppem
de nouvelles activités.
Pour tout entier naturel, on noter,, la quantité, en tonnes, de déchets pour I'anf28©7+ n). On a dona = 40000.
1. a) Calculery etr.

b) Justifier que pour tout entiematurel on a1 = 0,95r, + 200.
2. Soit(sy) la suite définie pour tout entier naturepars, = r, — 4000.

a) Démontrer que la suite,) est une suite géométrique dont on précisera la raison e¢faier terme.

b) Pour tout entier naturel exprimers, en fonction den.
En déduire que, pour tout entier natungbn ar, = 36000x 0,95"+ 4000.

¢) La quantité de déchets rejetée diminue-t-elle d’'une asnél'autre ? Justifier.
d) Déterminer la limite de la suit@g,) quandn tend vers I'infini.
e) Calculer une estimation, en tonnes et a une tonne préacimhtité de rejets en 2011.
3. Dans cette question, tout trace de recherche méme incommlatd’initiative méme non fructueuse, sera prise en

compte dans I'évaluation
A partir de quelle année, le contexte restant le méme, Benise réussira-t-elle & respecter son engagement ?

EXERCICE 13 (D’apres sujet bac Antilles Guyanne Septembre 2011

Un centre aéré, ouvert tous les mercredis aprés midi a plartle septembre, propose aux enfants de s’inscrire chaque
semaine a une activité. L'une de ces activités est la natatio

Une étude effectuée sur I'année scolaire 2009/2010 mon&d'gne semaine sur I'autre 5 % des enfants ne se réinstriven
pas a la natation, alors que dans le méme temps 10 nouveantesly inscrivent.

Le directeur se base sur les résultats de I'année scoled@ 2010 pour prévoir I'évolution des inscriptions pounieée
scolaire 2010/2011.

La premiére semaine de I'année scolaire 2010/2011, 80 ergarsont inscrits a la natation. On nogde nombre initial
d’enfants inscrits a la natation, aing = 80.

Pour tout entier naturel, on noteu, le nombre d’enfants inscrits a la natation au boubdemaines.

1. Montrer queu; = 86.
2. Pour tout entier naturel exprimeru,, ;1 en fonction deup.

3. Pour tout entier naturel, on posea, = u, — 200.
Montrer que la suitéa,) est une suite géométrique dont on précisera la raison e¢laier terme.
Pour tout entier naturel, exprimera, en fonction den.
En déduire que, pour tout entier natunebn au, = 200— 120x 0,95".

Les questions suivantes peuvent étre traitées indépenedantes unes des autres.

4. Montrer que pour tout entier naturglon aup. 1 — Uy = 6 x 0,95".
En déduire que le nombre d’inscriptions a la natation auge®utes les semaines.
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5. Dans cette question, toute trace de recherche, méme inétenplu d’initiative méme non fructueuse, sera prise en
compte dans I'évaluation.
Apres combien de semaines, le contexte restant le mémenibraal’enfants inscrits a la piscine dépassera-t-il 150 ?

EXERCICE 14 (D'aprés sujet bac Nouvelle Calédonie 2910
A - Observation d’'une suite de nombres

170
1607
150
140
130
120
110
100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

n
0
0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

1. On donne ci-dessus la représentation graphique des tfiqussermes d’une suii@l,) dans le plan muni d’un repére
orthogonal.

Conjecturer la limite de la suitgu).
2. Les quatre premiers termes de la syitg) ont été calculés avec un tableur :

n 0 1 2 3
Un 161 104,6 70,76 50,456

La suite(un) peut-elle étre une suite géométrique ? On justifiera la répdonnée.

B- Etude de la suite

La suite(un) observée dans la partie A est définie pour tout entier natyatu,1 = 0,6u, + 8 etup = 161.
1. Calculemy.

2. Soit(vy) la suite définie pour tout entier natureparv, = u, — 20. Montrer qugvyy) est une suite géométrique. On
précisera le premier terme et la raison.

3. Donner I'expression d&, en fonction den, puis I'expression de;, en fonction den.
4. Déterminer la limite de la suit@/) et en déduire celle de la sulitey).

EXERCICE 15 (D’aprés sujet bac Polynésie Septembre 2008
PARTIE A

Soit la suite(Uy,) définie par la donnée de son premier tetdge= 14 000 et par la relation :

pour tout entier natured, Un 1 = 1,04 x U, + 200,
1. CalculeJ; etU,.
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2. Pour tout entier naturel on posev, = U, + 5 000.

a) CalculeM.

b) ExprimenVv,,1 en fonction dév,.
En déduire que la suit®/,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terfagaison.

c) ExprimenV, en fonction den.
d) En déduire qu&l, = 19 000x (1,04)"— 5 000.

PARTIE B
On suppose qudy, représente le salaire annuel d’une personne pour 'anr@2+260, n étant un entier naturel.

1. Calculer le salaire annuel, arrondi a I'euro, de la pamsan 2010.

L : . 33
2. a) Résoudre dank I'inéquation d’inconnuex: 1,04* > 1o

b) A partir de quelle année le salaire annuel de cette peesamra-t-il doublé par rapport a celui de 2002 ?

EXERCICE 16 (D’apres sujet bac Antilles-Guyanne 2007

Dans un pays, un organisme étudie I'évolution de la popdatCompte tenu des naissances et des déces, on a constaté
gue la population a un taux d’accroissement naturel et dmeu®4 pour mille.

De plus, chaque année, 12 000 personnes arrivent dans cetf@a§60 personnes le quittent.

En 2005, la population de ce pays était de 75 millions d'lzetté. On suppose que I'évolution ultérieure obéit au modéle
ci-dessus.

On noteP, la population de 'année 2005n exprimée en milliers d’habitants.

1. DétermineiR,, P, etPs. La suite de terme générg] est-elle arithmétique ? géométrique ? Justifier la réponse.
2. Expliquer pourquoi on obtient, pour tout entier natumed®, . ; = 1,014P,+ 7.

3. Démontrer que la suit@J),) définie patJ, = B, + 500 pour tout entier naturaelest une suite géométrique. Déterminer
sa raison et son premier terme.

4. ExprimerJ, puisP, en fonction den.
5. a) Combien d’habitants peut-on prévoir en 2010 ?
b) Au bout de combien d’années la population aura-t-ellédtopar rapport a I'année 2005 ?

EXERCICE 17 (D'apres sujet bac Antilles Guyanne 2005

Dans une zone de marais on s'intéresse a la population ddisiliis.
On noteRy la population initiale eR, la population au bout de années.
Des études ont permis de modéliser I'évolutiorPdear la relation :

. 1
(R) Pour tout entier natur@lon a :Py o — Pry1 = > (Pri1—Pn).

On suppose qug = 40000 et?; = 60000.
On définit I'accroissement de la population pendami-lame année par la différen&g— R,_1.

1. Calculer I'accroissement de la population pendant lanpree année, la deuxiéme année, la troisieme année, puis en
déduireP; et Ps.
2. On consideére les suitédy) et (V,,) définies pour tout entier natunepar :

1
Un = Pn+l— Pn et Vn = PrH,]_ - épn

a) Prouver que la suit@),) est géométrique. Préciser sa raison et son premier terme.
ExprimerU, en fonction den.
- . L 1
b) En utilisant la relation (R), calcul&t, 1 — V.. En déduire que, pour tonf on a :V, =P, — EPO'
CalculerV,,.

c) Démontrer que, pour tout entier natungbn aP, = 2 (Vi — Uy).
En déduire une expression Bgen fonction den.
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d) Montrer que la suitéR,) converge et calculer sa limite.
Que peut-on en déduire en ce qui concerne I'évolution de pefiulation au bout d’'un nombre d’années suffisamment
grand?

EXERCICE 18 (D’apres sujet bac Nouvelle Calédonie 2008

Lors d'un jeu, Marc doit répondre a la question suivante :
« Le premier jour, nous vous offrons 1@puis chaque jour suivant, nous vous offrons 5 % de plus queilie et une
somme fixe de 2€&. Au bout de combien de jours aurez-vous gagné 100006

1. Pour tout entier natur@lnon nul, on note, le montant total erE€ versé a Marc le-ieme jour. Ainsi,u; = 100.

a) Calculems.
b) Justifier que, pour tout entier naturehon nul,u,, 1 = 1,05u, + 20.

2. Pour tout entier naturelnon nul, on posey, = uy + 400.
a) Calculemws.
b) Démontrer que la suitey,) est une suite géométrique et préciser sa raison.
c) Exprimerv, en fonction den puis en déduire que, = 500x 1,05"1 — 400.
d) Déterminer, en fonction d& la sommev; + Vo + - - - + Vp.
3. Quelle réponse Marc doit-il donner?
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| DEFINITIONS

1 GRAPHE PROBABILISTE

Un graphe probabiliste est un graphe orienté pondéré (sétesgaralleles) dans lequel la somme des poids des prétes
issues de chaque sommet est égale a 1.

Les graphes probabilistes sont utilisés pour modéliseoligion d’'un systéme pouvant changer aléatoirement ti!éta

— les sommets du graphe sont les états possibles du systeme;

— le poids d’'une aréte orientée issue du somnettd’'extrémitéj est la probabilité conditionnelle de la réalisation de
I'événement a I'étapen+ 1 sachant que I'évenemarest réalisé a I'étape.

2 MATRICE DE TRANSITION

La matrice de transition associée a un graphe probabilistdré p est la matrice carréel = (m j) d’ordre p telle que
pour tous entierset j vérifiant 1<i < pet 1< j < p, mj est égal au poids de I'aréte orientée d’origine le somineet
d’extrémité le sommet si cette aréte existe, et est égal a 0 sinon.

Tous les coefficients sont positifs ou nuls, et pour chagrelia somme des coefficients est égale a 1.
Cette matrice décrit le passage d’un état au suivant.

Le coefficientm ; est la probabilité conditionnelle d’étre dans I'éjat I'instantn+ 1 sachant que I'on est dans I'éiai
l'instantn.

EXEMPLE

Le tableau ci-dessous donne en pourcentage, les tramsséitne I'emploi, le chdmage et I'inactivité sur le marché du
travail en France :

o Année 2006

S Emploi Chémage Inactif
E Emploi 93 3 4
€ | Chomage 38 44 18
< | Inactif 9 5 86

Ce tableau synthétise les changements de situation enixeadaeées consécutives : 94% des personnes qui ont un emploi
une année donnée occupent un emploi I'année suivante.
La matrice de transitioM est :

0,93 003 004
M=|038 044 018
0,09 005 086

Notons respectivement E, C et | les trois états emploi ch&wea@activité. Le graphe probabiliste associé est :

0,93

0,38 0,04
0,03 0,09
018—0 k\
0,44 0,05 0,86
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3 ETAT PROBABILISTE

Un état probabiliste est une loi de probabilité sur I'enskendles états possibles.
Cette loi est représentée par une matrice ligne telle quentere des terme s est égale a 1.

EXEMPLE

D’apres les données de 'INSEE concernant la populatior6dL.&ns) en France en 2009, 63,7% de la population occupait
un emploi et 6,8% de la population était au chdmage.
NotonsR, I'état probabiliste de I'année 2009 :

Po=(0,637 Q068 q295)

Il EVOLUTION D’UN ETAT AU COURS DU TEMPS

0,93 003 004
Considérons le systéme a trois états (emploi, chémagsifjrdant la matrice de transitiomM = | 0,38 044 018
0,09 005 086

Soitk, = (al a a3) I'état probabiliste du systéme a l'instamt

/0‘93 E
E C
0,03
>
0,04 I
0,38 E
C C
N
0,18 I
09
) 0, E

C
0,05

i

0,86 [

D’apres la formule des probabilités totales, a l'instant1 I'état probabiliste du systéme est

Pr1= (al x 0,93+ a, x 0,38+ a3 x 0,09 ay x 0,03+ @ x 0,44+ agx 0,05 a; x 0,04+ a x 0,18+ ag 0,86)

093 003 004
SoitPnH:(al a a3) 038 044 018
0,09 005 086

1 PROPOSTION

On considére un systéme qui peut se trouver gedisits 12, --- , p avec une certaine probabilité et on étudie I'évolution
de ce systeme au cours du temps.

SoitP, = (a1 --- ap) I'état probabiliste du systeme a l'instamtM la matrice de transition &%, ; I'état probabilist
du systeme a l'instant+ 1. Alors, pour tout entien, on a

F)n+1 =hhM

EXEMPLE
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Avec les données de I'exemple précédent :

0,93 003 004
P1:(0,637 Q068 Q295)>< 038 045 017 :(0,6448 Q06378 029142)
0,09 005 086

En 2010, environ 6,4% de la population devrait étre au ch&nag

2 THEOREME

Si M est la matrice de transition d’'un graphe probabiliste dem si P, est la matrice ligne décrivant I'état initial Bt
I'état probabiliste a I'étapg, on aP, = Py x M"

EXEMPLE

Calculons le taux du chémage prévisible en 2011 :

2
0,93 003 004
P2=(0,637 0068 q295)>< 0,38 045 017 z<0,65 0062 q288)
0,09 005 086

Or le taux de chdmage est le rapport entre chdmage et papubattive (emploi+chémage) soit :

0,062

———— ~0,087
0,65+0,062

En supposant qu'il n'y ait pas de changement sur les transitians le marché du travail, le taux du chdmage devrait étre
en 2011 d’environ 8,7% (a comparer avec le taux réel de 9,2%).

3 ETAT STABLE

’ Un état stable d’'un graphe probabiliste de matrice de tiansvl est un étaP tel queP = PM.

EXEMPLE

Déterminons I'état stable du systeme emploi, chdmage et inactivité sur le marché daitra
SoitP = (a b c) I'état stable. Nous avons :

093 003 004
P:PM@(a b c):(a b c)x 038 044 018
009 005 086

= (a b c) - (0,93a+ 0,380+ 0,0% 0,03a+0,44b+0,04c 0,042+ 0,18b+0,86c)
Or P est un état probabiliste d’aaH- b+ c= 1. Par conséqueat b etc sont solutions du systéme :

0,93a+0,380+0,09%¢ =
0,03a+0,44b+0,05c =
0,07a+0,180+0,86c =

at+b+c =

—7a+38+9 =

3a—56b+5c =

3a+180—14c =
a+b+c

(Ls3=—-L1—Ly)

O T 9

a+b+c =
&S¢0 —7a+38+9% =
3a—56b+5c =

347

517
31

517
139
517
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L'état stable du systéme e3t= <£7 3t g)
517 517 517
Soit avec des probabilités arrondies au millieme prés (0,671 Q06 0,269). En supposant qu’il n'y ait pas de

changement sur le marché du travail, sur le long terme emé®6 de la population serait au chémage.

REMARQUE
0,671 Q06 0269
A l'aide de la calculatrice, on trouvd*® = [ 0,671 Q06 0,269
0,671 Q06 0269

4 PROPRIETE

Pour tout graphe probabiliste d’ordre 2, dont la matricerdesitionM ne comporte pas de 0, I'étBt converge vers u
état stabld® indépendant de I'état initidh.

EXEMPLE

En salle des professeurs, il y a deux photocopieuses quidoment indépendamment l'une de I'autre.

Chaque photocopieuse en état de marche a une probabiligéég@ de tomber en panne pendant la journée. Dans le cas
ol une photocopieuse tombe en panne pendant la journéestti&arée en fin de journée et se retrouve donc en état de
marche le lendemain.

Supposons que I'on ne puisse pas réparer plus d'une photosachaque jour.

On s’interesse au nombre de photocopieuses en panne erdégbutnée.

Le graphe probabilste est un graphe a deux étatsOou 1 :

0,04
' ¥\
0,8
dont la matrice de transition est
0,96 004
M =
0,8 02
SoitP = (a b) I'état stable du systéme. Nous avons :
0,96 004
P:PM@(a b)z(a b)x ' ’
08 02
. (a b) - (0,96a+ 0,8b 0,04a+ o,2b)

Or P est un état probabiliste d'aH b= 1. Par conséqueantetb sont solutions du systéme :

0,96a+0,8b = a 0,04a—0,8b = O
0,04a+02b = b & ¢ 004a—-08b = O
a+b 1 at+b = 1
0,04a—0,8b 0
=

a+b 1

2o 2

21

& o 1

21

L'état stable du systéeme eRt= <§—(1) Zil) . Quel que soit I'état initial, au bout d’un certain nombrars, la probabilité

: . , . 0
gue chaque matin aucune des deux photocopieuses ne soitren gt égale %—1

A. YALLOUZ (MATH@ES) 233


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée Camille SEE

Année 2011-2012 GRAPHES PROBABILISTES Te ES

EXERCICE 1
Le tableau ci-dessous extrait d’'une étude de la Commissioopéenne, donne en pourcentage les transitions entre

I'emploi, le chdmage et 'inactivité sur le marché du trdekins I'Union Européenne en fonction du genre :

Annéen+1
Hommes Femmes
Emploi Chdmage Inactif Emploi Chdmage Inactif
S | Emploi 95 3 2 93 3 4
2 | chomage 31 58 11 28 56 16
< | Inactif 10 4 86 9 4 87

Calculer les probabilités selon son genre, pour une peesquinest en congé parental(Inactif) d’avoir un emploi un an
plus tard et deux ans plus tard.

EXERCICE 2

Un site internet comporte 6 pages, notées A, B, C, D, E, Fagltre elles suivant le graphe ci-dessous.

1. Leresponsable du site souhaite tester les liens de fagesirtant de la page A, est-il possible de trouver un pascour
passant une seule fois par tous les liens de pages ?

2. Le responsable du site souhaite que deux pages reliégslagecouleurs différentes.
Quel est le nombre minimum de couleurs nécessaires ?
3. Le graphe orienté ci-dessous indique les liens direcedées pages du site.

a) Quel est le diametre du graphe ?
b) On considére que sur chaque page, les visiteurs chaisisegdormément et au hasard de suivre un des liens
Proposes.

Vérifier que I'état stable du systéme &st (i

ol
ol =

ol

1
4

N
ol

1
Interpréter ce résultat.
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EXERCICE 3

Une chaine de magasins de prét & porter a adopté en fonctsrcdés ou de I'échec d’un type de vétement mis en vente,

la stratégie commerciale suivante :

— En cas de succes du modéle vendu on conserve le méme mod&ésleuivant. Il a alors une probabilité 0,5 de se
retrouver en situation d’échec.

— En cas d’échec on change de modéle le mois suivant en adop&politique commerciale plus agressive (prix plus
ajusté, publicité etc). Il a alors une probabilité 0,6 deetmuver en situation de succes.

1. Représenter la situation a I'aide d’un graphe probabifdeux états.

2. On suppose qu’en cas de succes d'un modéle, I'entregeeegl £ par article et qu’en cas d’échec, elle perd £20
par article.
a) En cas de succes d'un modéle, quel est le gain moyen surd@enm mois plus tard ?
b) Quel est le montant du gain moyen que cette entrepriseggpeéter réaliser sur le long terme ?

EXERCICE 4

Un opérateur de téléphonie mobile propose a ses abonnésattaits :

— une formule A qui donne droit & deux heures de communicatiemsuelle ;

— une formule B qui donne droit a un nombre illimité de comneations mensuelles.

On admet que d’'une année sur l'autre, le nombre de clientstdepérateur est stable et que :
— 20% des clients ayant choisi la formule B changent de foemul

— 30% des clients ayant choisi la formule A changent de foemul

En 2010, 80% des clients de cet opérateur étaient abonnésranlale A.

1. Représenter les données précédentes par un grapheipstb@lmie sommets A et B et donner sa matrice de transition.
2. Pour un entier natureldonné, on not®&, = (an bn) aveca, + bp, =1, la matrice ligne décrivant I'état probabiliste

lors de I'année 2014 n. L'état probabiliste initial est donig, = (0,8 0,2).

a) Calculer la probabilité qu’un client soit abonné a la fatenA en 2011.
b) Montrer que, pour tout entier naturgla,, 1 = 0,5a,+ 0,2.

3. On pose pour tout entier u, = a, — 0,4.

a) Démontrer que la suif@i) est une suite géométrique de raison 0,5.

b) Exprimeru, en fonction den et en déduire que, pour tout entier naturel, = 0,4 x (14 0,5")

c) Déduire de ce qui précede, la limite de la sy#g). Donner une interprétation concrete de ce résultat.

d) A partir de quelle année, la probabilité qu’un client sdibnné a la formule A sera-t-elle inférieure & 0,401 ?

EXERCICE 5

Un industriel produit une boisson conditionnée sous deuxadiages distincts et B.

Une étude effectuée auprés des consommateurs a permislid’gtee d’'un mois sur I'autre, 84% des consommateurs
restent fideles au conditionneméntontre 76% pour le conditionnemesit

Au moment de I'étude, les consommations des deux conditiormts sont égales.

Pour tout entier natureh, on notea, la probabilité qu'un consommateur choisisse le condit@mnentA le n-ieme

mois apres 'étude €&, = (an bn) la matrice ligne décrivant I'état probabiliste le n-iémeisnapres I'étude. Ainsi,

Py = (0,5 0,5).

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste nhersdsA et B.
2. a) Ecrire la matrice de transitidn de ce graphe en respectant I'ordre alphabétique des sommets

b) Montrer que la matrice lign est égale <0,564 Q436).
3. SoitP=(a b) la matrice correspondant a I'état stable, c’est a dire tplleP = P x M . Déterminer les rées ethb.

Interpréter ce résultat.
4. Alaide de larelatiorP, 1 = P, x M, démontrer que, pour tout entier natuneh,,, 1 = 0,6a, + 0,24.
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5. On considére la suitel,) définie pour tout entier nature| paru, = an — 0,6.
a) Démontrer que la suit@ln) est une suite géométrique de raisg.0
b) Exprimeru, en fonction den et en déduire qua, = —0,1 x 0,6"+0,6.

c) A partir de combien de mois aprés I'étude, la probabilitéig consommateur choisisse le conditionneméent
est-elle supérieure 305 ?

EXERCICE 6

Un industriel décide de mettre sur le marché un nouveau [itodfin de promouvoir celui-ci, il souhaite lancer une
campagne hebdomadaire de publicité.

Avant le lancement de cette campagne, on contrble I'impaciette campagne auprés d’'un panel de consommateurs.
On trouve ceux qui ont une opinion favoralffe), ceux qui sont neutrg®N) et ceux qui ont une opinion négati¢). On

a constaté que d'une semaine sur l'autre :

— 28% des consommateurs ayant un avis favorable adoptepbsii®n neutre et 10% une opinion négative ;

— Parmiles consommateurs ayant une opinion neutre, 32%erhen avis favorable et 10% un avis négatif;

70% des consommateurs ayant un avis négatif ne changedippasion et 16% adoptent un avis favorable.

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste ohersdsk, N etR.
0,28 01
2. On noteM la matrice de transition associée a ce graphe. Compéter| 032 ... 0,1
0,7
3. Lindustriel décide de lancer la campagne publicitaire.

Pour tout entier naturel, I'état probabiliste de la semaimeest défini par la matrice ligng, = (an bn cn) , ou

a, désigne la probabilité qu’un consommateur touché par lgpegme soit favorable au produit la semaméy, la
probabilité que ce consommateur soit neutre la senmaietec, la probabilité que ce consommateur ait une opinion
négative de ce produit la semaine

La semaine du début de la campagne est notée semaine (RQn éo 1 0).

a) Montrer que I'état probabiliste une semaine apres letdbla campagne eBf = (0,32 058 Ql).

b) Déterminer I'état probabilists. Interpréter ce résultat.
c) Déterminer I'état probabiliste stable du systeme.
d) En ne prenanten compte que les opinions favorables, emndlei semaines devrait durer la campagne publicitaire ?

EXERCICE 7 (D’apres sujet bac Amérique du Nord 2011
PARTIE A : Etude d'un site

Un site internet comporte 8 pages, notées A, B, C, D, E, F, @liélas entre elles suivant le graphe ci-dessous.

Ainsi, par exemple, a partir de la page A on peut directemerda@er aux pages B, C et D.
Par contre, la page A ne permet pas d’'accéder directemepiaiy&aF.

1. Le technicien souhaite tester les liens de pages. Empaleda page A, est-il possible de trouver un parcours passan
une seule fois par tous les liens de pages ? Justifier la répons
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2. Pour marquer les changements de page, I'administratesitel souhaite que deux pages reliées aient des couleurs
différentes.
On noteN le nombre minimum de couleurs nécessaires.

a) Donner un sous-graphe complet d’ordre maximal.
b) En utilisant la question 2. a. et & I'aide d’un algorithmmantrer, queN = 3.

PARTIE B : Etude de propagation d’un virus d’'un site a l'autre

Le site précédent, appelé sité N propose un unique lien vers un site partenaire, appedé\BR, sans retour possible.
De méme, le site AR propose un unique lien vers un sité 3y sans retour possible et ainsi de suite. .. (voir le schéma
ci-dessous) :

Site N1 — Site P2 — Site 3 — ... — Site N°n — Site N°Nn+1— ---

Le site N 1 vient d'étre infecté par un virus informatique qui utiliss liens entre les sites pour essayer de se propager,
les autres sites n'étant pas encore touchés.

Face a ce nouveau virus, les antivirus ne sont efficaces §@a ®n note :

— V I'état « le site est infecté par le virus »

— S I'état « le site est sain (non infecté par le virus) ».

On a dessiné ci-dessous le graphe probabiliste traduesarisjues de propagation du virus d’un site au suivant :

1. Justifier la valeur 0 indiquée sur le graphe probabiliste@dent, puis recopier et compléter ce graphe sur votiie.cop
2. Préciser la matrice de transitidhde ce graphe (premiére ligne pour V, deuxieme ligne pour S)

Pour tout entier naturel non noj on note :

Py la probabilité que la-iéme site soit infectéQy la probabilité que l@-iéme site soit sain e, = (Pn Qn).

OnadoncX; = (1 0) (traduisant que le site N est infecté) eKn. 1 = Xy M.

3. a) En utilisant la relatioiX,, 1 = X, M, montrer quéP, 1 = 0,2P,.
b) En déduire?, en fonction den.
c) Déterminer la limite de la suitg,) lorsquen tend vers plus l'infini.

EXERCICE 8 (D'apres sujet bac Amérique du Sud 2911

Franck Geek est adepte de jeux vidéo en ligne. Afin de préssonetemps de travail scolaire, il essaye de se modérer. Il
constate que :
— s'ilajoué un jour, la probabilité qu'il ne le fasse pas ledemain est de,6;
— s'iln’a pas joué un jour, la probabilité qu'il joue le lendain est de .
Le jour de la rentrée (premier jour), Franck a décidé de ngquees.
1. a) Quelle est la probabilité que Franck joue le deuxiéraejo
b) Quelle est la probabilité qu'il ne joue pas le deuxiéme fbu
2. On note D I'évenement : « Franck a joué » et E 'événementrardk a su résister ».
a) Modéliser cette situation par un graphe probabiliste.
b) Donner la matrice de transitiovl associée a ce graphe.

3. Soitn un entier naturel non nul. Soiebt, I'événement : « Franck a joué teieme jour » e, I'événement : « Franck
a su résister le-iéme jour ».

L'état probabiliste lors dum-ieme jour est alors donné par la matrice ligthe= (dn aq) oud, désigne la probabilité
de I'événemenDy, ete, celle de I'événemert,.
On a ainsiP, = (O 1).
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a) DéterminepP;.

b) Donner la relation lian®, 1 etR,.

¢) En déduire que, pour tout entier natumetl,, 1 = —0,5d, + 0,9.
4. Pour tout entier naturelnon nul, on poseén, = d, — 0,6.

a) Démontrer que la suiteest une suite géométrique.
Préciser sa raison et la valeur de son premier terme.

b) Exprimer alorsi, puisd, en fonction den.
c) Calculer lim d, et interpréter ce résultat.
n—+o00

EXERCICE 9 (D'apres sujet bac Liban 2031
En 2010, les clients d’une banque nationale se répartispethtux catégories distinctes :

1. Catégorie A, composée des clients d’agence
2. Catégorie |, composée des clients internet

En 2010, 92 % des clients sont des clients d’agence et 8 % idasscbont des clients internet.

On admet que chaque année, 5% des clients d’agence devietiarts internet et inversement 1 % des clients internet
deviennent clients d’agence.

On suppose que le nombre de clients de la banque reste domstaours du temps et qu’un client ne peut faire partie des
deux catégories.

On s'intéresse a I'évolution de la répartition des cliemsdtte banque dans les années a venir.

On note pour tout entier natunel
— ap la probabilité qu'un client de la banque, pris au hasard wsotlient d'agence a I'année 203,
— ip la probabilité qu’un client de la banque, pris au hasard woclient internet a I'année 2040n,

- P= (an in) la matrice correspondant & I'état probabiliste de I'anr@E02- n.
On noteM la matrice de transition, telle que pour tout entier natam|, 1 = P, x M.
PARTIE A : Etat stable d’un graphe probabiliste

Dans cette partie, on donnera des valeurs approchées aisrall centieme

1. Déterminer le graphe probabiliste correspondant a sittation.
2. DonnerR, la matrice traduisant I'état probabiliste initial.

0,95 005

0,01 0,99>'

3. a) Calculer la matrick;.

On admettra quil = <

b) Déterminer, a I'aide de la calculatrice, la répartiti@sdlients de la banque en 2015.

4. Déterminer, par le calcul, I'état stable de la répartities clients.
Interpréter le résultat.

PARTIE B : Etude de la limite d’'une suite récurrente

1. a) ATlaide de la relatio®, 1 = P, x M, exprimera, 1 en fonction dea, eti.
b) En déduire que pour tout entier natuneh, . ; = 0,94a, + 0,01.

e . 1 .
2. On définit la suitéu,) paruy = an — g pour tout entier nature.

a) Montrer que la suitéu,) est une suite, géométrique dont on précisera la raison etiaier terme.

b) En déduire I'expression dg en fonction den.
P . 113 1
¢) En déduire que pour tout entier natuneé, = 150 x 0,94" + 3

d) Déterminer la limite de la suit@, lorsquen tend verstoco. Interpréter le résultat.
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EXERCICE 10 (D'aprés sujet bac Amérique du Nord 2010

Pendant ses vacances d’été, Alex a la possibilité d'alleaggner tous les jours. S'il va se baigner un jour, la proliébi
gu’il aille se baigner le lendemain est de 0,7. S'il ne va padaigner un jour, la probabilité gu'il aille se baigner le
lendemain est de 0,9. Le premier jour de ses vacances, Alsx baigner.

n étant un entier naturel non nul, on note :

— ap la probabilité qu’Alex n’aille pas se baignerreieme jour.

— bp la probabilité qu’Alex aille se baigner keieme jour.

- P= (an bn) la matrice ligne traduisant I'état probabilisteriééme jour. On a donB; = (O 1)

1. a) Représenter la situation par un graphe probabilisteienets A et B (B représentant I'état « Alex va se baigner »).
: . " s . , 01 ...
b) SoitM la matrice de transition associée a ce graphe. RecopiengiléterM = < 0 7)

2. CalculerPs, Pig et Pyg. Quelle conjecture peut-on faire ?

3. a) Montrer que pour tout entiamon nul,b,, 1 = 0,9a,+ 0,70y
b) En déduire queb,,; = —0,2b,+0,9.

4. On considere la suitedéfinie pour tout entiem non nul pau, = b, — 0,75.
a) Montrer quau est une suite géométrique de raised,2 ; on précisera son premier terme.
b) Déterminer la limite de la suite
c) En déduir(?HIJirr(po bn.

5. On suppose dans cette question que le premier jour de c@soas, Alex ne va pas se baigner.
Quelle est la probabilité gu'il aille se baigner le=26ur de ses vacances ?

EXERCICE 11 (D’apres sujet bac Antilles-Guyane 2010

M. et Mme Martin, qui habitent une grand ville, aiment beaucoup veyalls prévoient toujours de partir pendant I'été,
soit a I'étranger, soit de visiter une région en France.

S'’ils sont restés en France une année donnée, la probahilité partent & I'étranger I'année suivante est de 0,4. Par
contre, s'ils sont partis a I'étranger une année donnéeolagbilité qu'ils retournent a I'étranger I'années suieagst de
0,7.

En été 2009, ce couple est parti a I'étranger.

Pour tout entier naturel, on noteP, la matrice Iigne(an bn) traduisant I'état probabiliste 'anné2009+ n), ou a,
désigne la probabilité que ce couple soit resté en Franoced& 2009+ n) et by, la probabilité que ce couple soit parti &
I'étranger 'anné€2009+ n).

PARTIE A

1. a) Traduire les données par un graphe probabiliste dersoemets seront notéset E (F pour France eE pour

étranger).
b) En déduire la matrice de transition en prenant tout d'@bopuisE pour I'ordre des sommets. On notdviacette

matrice.

2. a) DonnePy, I'état probabiliste initial, 'année 2009.

0,48 052\ M3 — 0,444 (556 M4 — 0,4332 (5668 .

0,39 061/ 0,417 0583/ 0,4251 Q5749

En choisissant la bonne matrice, calcu®grEn déduire la probabilité que ce couple parte a I'étrang@04.2(On

donnera le résultat sous forme décimale arrondie au cerg)ém

b) On donne les résultats suivantd? = (

3. SoitP la matrice Iigne(x y) donnant I'état stable oxiety sont deux réels positifs tels que-y = 1.
Déterminer I'état stable puis interpréter le résultat.

PARTIE B

1. Montrer que pour tout entier naturebn a :a,,1 = 0,3a,+ 0,3.
. 3

2. Pour tout entier naturel on poseu, = a, — -
a) Montrer que la suitéu,) est une suite géomeétrique dont on précisera la raison ettaier terme.
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b) En déduire I'expression de, puis celle dea, en fonction den.
c) Déterminer la limite de la suit@,) lorsquen tend verstoo. Que retrouve-t-on ?

EXERCICE 12 (D'apres sujet bac Liban 2030

Deux chaines de télévision A et B programment chaque semailreméme heure, deux émissions concurrentes. On
suppose que le nombre global de téléspectateurs de cesaraissste constant.

La premiére semaine, 70 % de ces téléspectateurs ont rdgatuine A.

Une étude statistique montre que :

15 % des téléspectateurs qui ont regardé la chaine A unerssmegardent la chaine B la semaine suivante.

10 % des téléspectateurs qui ont regardé la chaine B unersemegardent la chaine A la semaine suivante.

On note respectivemen}, et by, les proportions de téléspectateurs des chaines A enBdme semaine €&, la matrice

ligne (an bn). Onadond = (0,7 0,3).

1. a) Déterminer le graphe probabiliste représentantuatsin.
b) Donner la matrice de transitiovl associée a ce graphe.

2. CalculerM® a l'aide de la calculatrice, donner les résultats en arssadit & 10° prés. Quelle est la répartition des
téléspectateurs entre les deux chaines lors de la quatsiémeine ?

3. On considére la matrice ligie= (a b) , Oua etb sont deux réels tels quet+ b= 1.

a) Déterminen etb pour queP = PM.
b) Interpréter les deux valeurs trouvées.

4. On admet que pour tout entier natunet 0, on a :ap = 0,4+ 0,3 x (0,75“*1).
a) Résoudre l'inéquatioa, < 0,5.

b) A partir de quelle semaine l'audience de I'’émission deniiice B dépassera-t-elle celle de I'émission de la chaine
A?

EXERCICE 13 (D'apres sujet bac Polynésie 2010

Dans une société, le service informatique utilise deuxciefg de gestion : d'une part, le logiciel Aurora, leader du
marché, et d’autre part le logiciel Bestmath, son conctrrtenchef de réseau informatique enregistre chagque année, e
janvier et en juillet, le nombre d'utilisateurs des deuxidigls et fournit des rapports réguliers sur le comporterdes
utilisateurs.

Lors de I'enquéte de janvier 2009, le chef de réseau a cénpat 32 % des informaticiens utilisait le logiciel Auroes |
autres informaticiens utilisaient le logiciel Bestmath.

Lors de chaque relevé suivant (juillet 2009, janvier 2010, le chef du réseau informatique a constaté que 20 % des
utilisateurs du logiciel Aurora avaient changé de logietaltilisaient désormais le logiciel Bestmath, tandis dqhi&@des
utilisateurs du logiciel Bestmath avaient changé de legit utilisaient désormais Aurora.

Les semestres sont comptés a partir de janvier 2009, quappellera semestre 0 (juillet 2009 est donc le semestre 1).

Pour tout entier naturel, on désigne par :
— ap la probabilité qu’un informaticien pris au hasard utilieddgiciel Aurora le semestre;
— by la probabilité qu’un informaticien pris au hasard utilieddgiciel Bestmath le semestne

1. a) Traduire les données I'’énoncé par un graphe prohihilis
b) Ecrire la matrice de transitiofl associée a ce graphe en respectant I'ordre alphabétiqsehesets.

2. a) Onnotd, = (ao bo) I'état initial de ce graphe en janvier 2009. DétermiRgr

b) On appelleéP; I'état de la société en juillet 2009. Vérifier qie= (0,426 Q574).

c) On appelle?, I'état en janvier 2010. Déterminé (les résultats seront arrondis a £
3. Dans cette partie on étudie la suigg).
a) Démontrer que pour tout entier natunan a :a,, 1 = 0,55a,+ 0,25.

b) On considére la suit@),) définie pour tout entier naturalparU, = 9~ an.

Démontrer que la suit@J,,) est géométrique, déterminer sa raison ainsi que le prearieet
¢) En déduire I'expression déy, puis dea, en fonction den.
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4. SoitP = (x y) I'état probabiliste stable.

a) Déterminex ety.

b) Dans cette question toute trace de recherche, méme inctampléd’initiative méme non fructueuse, sera prise en
compte dans I'évaluation.

On suppose que l'utilisation du logiciel Aurora dans I'eqirise progresse régulierement de la méme facon. Le
distributeur du logiciel Aurora peut-il espérer que sonda soit utilisé un jour par plus de 60 % des informaticiens
de I'entreprise ?

EXERCICE 14 (D’apres sujet bac La Réunion 20110

Les parties A et B sont indépendantes

PARTIE A

Une étude statistique est réalisée chaque trimestre syrameation composée initialement de fumeurs. Certainstobe
eux s'arrétent de fumer, d’autres qui ont arrété, redeaabfumeur.

On estime que :

— siunindividu est fumeur, la probabilité qu’il arréte derfer (qu’il devienne non fumeur) le trimestre suivant e&t;0

— si un individu a arrété de fumer (il est considéré alors cemion fumeur), la probabilité qu’il redevienne fumeur le
trimestre suivant est,8.

On noteraX I'événement « I'individu est fumeur » ¥tl'évenement « I'individu est non fumeur ».

1. Représenter les données précédentes par un grapheipstdbabdonner sa matrice de transition que I'on notdra
(aucune justification n’est demandée, on respectera Balhabétique des sommets).

2. Pour un entier naturel donné, on notex, la proportion de fumeurs dans la populationygtia proportion de non
fumeurs au trimestre de ramg On noteE, = (xn yn) la matrice ligne donnant I'état probabiliste du systéme au
trimestre de rang.

On étudie une population initiale ot tous les individus ganteurs. On a doncEg = (1 0).

a) Veérifier que la proportion de fumeurs a l'issue de deuxdstres est J.

b) Déterminer I'étaE, de la population a l'issue d’'une année.

3. Larépartition fumeurs/non fumeurs de la population eoge vers un état stablé&:= (x y) .

Déterminer cet état.

PARTIE B

Le chiffre d'affaires d'un débitant de tabac sur une péridd@née est fonction de deux variables : le nombre de
consommateurs, c'est-a-dire de fumeurs, et le prix moyeguaduet de tabac.

On appellez le chiffre d’affaire en milliers d’eurosg le nombre de consommateurs en milliery ¢ prix du paquet de
tabac en euros. On admettra que xy.

Dans I'espace, muni d'un repére orthonorré@;?,f,?), on désigne paBla surface d’équation= xy.

1. Le débitant a pour clients 1000 consommateurs régulidespeix moyen du paquet de tabac est de 5 euros.

a) Quel est le chiffre d’affaires réalisé par le débitant ?

b) Soit, dans un plaR paralléle au plan de bag®y, la ligne de niveau =5 de la surfacé&.
On a tracé cette ligne de niveau sur la figure 1 donnée en annexe
Donner son équation de la forrge= f(x).

Le nombre de consommateurs passe de 1000 a 600 . Quel dengadlé centime d’euros pres, le nouveau prix du
paquet de tabac pour que le chiffre d'affaires du débitasierégal a 500GE ?
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