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| LES ENSEMBLES DE NOMBRES

1 - NOMBRES ENTIERS NATURELS

DEFINITION

L’ensemble des entiers naturels, noté IN = {0;1;2;3;4;...}. C’est I’ensemble des nombres positifs qui
permettent de compter une collection d’objets.
On note IN* ou IN — {0} I’ensemble des entiers naturels non nuls.

EXEMPLES

3
245¢N; —5¢N; 2°eN; SEN; 0elN;  0¢N

La notation « x € E » signifie que 1’élément x appartient a 1’ensemble E.
La notation « x ¢ E » signifie que I’élément x n’appartient pas a 1’ensemble E.

NOTIONS D’ARITHMETIQUE

Soient a et b deux nombres entiers naturels.

— on dit que b divise a lorsqu’il existe un entier naturel g tel que a = b X g. (on dit encore que b est un diviseur
de a ou que a est un multiple de b)

— Un entier naturel p > 2 est un nombre premier lorsque ses seuls diviseurs sont 1 et p.

2 — NOMBRES ENTIERS RELATIFS

L’ensemble des nombres entiers relatifs est Z = {...; —2;—1;0;1;2;3;...}. Il est composé des nombres
entiers naturels et de leurs opposés.
En particulier, ’ensemble IN est contenu (ou inclus) dans Z., ce que 1’on note « IN C 7Z ».

La proposition « Sin € IN alors n € Zi et —n € Z, » est vraie.
Par contre, la réciproque « Sin € Z et —n € Z alors n € IN » est fausse. (Il suffit de choisir n = —1)

3 — NOMBRES DECIMAUX

n .
L’ensemble des nombres décimaux est D = {1_0" oune€”Zetke ]N}. Ce sont les nombres dont 1’écriture

décimale n’a qu’un nombre fini de chiffres apres la virgule.

EXEMPLES

1
—13eD; 0,3333 € D; ggé]]); —-eD; 3,1416 € D; ¢ D.

4 — NOMBRES RATIONNELS

L’ensemble des nombres rationnels est Q = {% ouvacZ,be Z*}.

C’est I’ensemble des nombres qui s’écrivent comme le quotient d’un entier par un entier non nul.

. a NPT . . : ,
— La fraction b avec b # 0 est dite irréductible lorsque le numérateur et le dénominateur n’ont pas de facteurs

communs (autres que 1 ou —1).

A. YALLOUZ (MATH@ES) 8
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— La partie décimale d’un nombre rationnel est infinie et périodique a partir d’un certain rang.

T . . .. a
— Ladivision par O est interdite : 1’écriture 0 n’a aucun sens.

EXEMPLES

13eQ: 05€Q; —Jew; Zca: VidQ: 1 Q.

5 - NOMBRES REELS

Des I’antiquité, on avait découvert I’insuffisance des nombres rationnels.

Par exemple, il n’existe pas de rationnel x tel que x> = 2 on dit que /2 est un irrationnel.

L’ensemble de tous les nombres rationnels et irrationnels est I’ensemble des nombres réels noté R

Chaque nombre réel correspond a un unique point de la droite graduée. Réciproquement, a chaque point de la
droite graduée correspond un unique réel, appelé abscisse de ce point.

INCLUSIONS

R
V2 30°
Q COS \
22\ T
D ~

—0,475 10-3
7,
—1
N
15
23

—12

HEl

&1 w

W &~
W

/
/
e
Ona:INCcZcDcCQcCR.
C
N\

Il INTERVALLES ET INEQUATIONS

1 — INTERVALLES

Soient a < b deux nombres réels :
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S L
L’ensemble des réels x tels que a < x < b est intervalle [a; D] t T
a
. el
L’ensemble des réels x tels que a < x < b est I'intervalle ]a; b] 1 t
a
e el
L’ensemble des réels x tels que a < x < b est I'intervalle [a;b] t t
a
ab)
L’ensemble des réels x tels que a < x < b est I'intervalle ]a; b] 1 3
a b
 latool
L’ensemble des réels x tels que a < x est 'intervalle [a;+o00| t
a
. Ja;+oo]
L’ensemble des réels x tels que a < x est 'intervalle |a; +o00| 3
a
] — 003 0]
L’ensemble des réels x tels que x < b est 'intervalle | — co; D)
| —003b]

L’ensemble des réels x tels que x < b est Iintervalle | — co;b|

S O

EXEMPLES

Ecrire sous forme d’intervalle les ensembles de nombres réels suivants :

L’ensemble cherché est constitué de tous les nombres réels x inférieurs ou égaux a T 1l s’agit de I’intervalle

J-o=i3]
—o0; —|.

4
2. —3<x<\/§.

L’ensemble cherché est constitué de tous les nombres réels x strictement supérieurs a —3 et inférieurs ou
égaux a v/2. Il s’agit de Iintervalle } —3; \/5} .

2 — INTERSECTION ET REUNION D’INTERVALLES

Soient [ et J deux intervalles de RR.

— L’intersection des intervalles / et J, notée /N J est I’ensemble des réels qui appartiennent a I’intervalle [ et
a ’intervalle J :

SixeletxeJ,alorsxelInNJ (N se lit inter)

— La réunion des intervalles I et J, notée I U J est I’ensemble des réels qui appartiennent a I’intervalle I ou a
I’intervalle J :

SixelouxelJ, alorsxelUJ (U se lit union)

EXEMPLES

1. Soient les intervalles I = |—o0;3] et J = |—3;5].

a) Lintersection des deux intervalles /NJ est ’ensemble des réels x tels que : x <3 et —3 < x < 5 soit
INJ=]-3;3].

b) La réunion des deux intervalles / U J est I’ensemble des réels x tels que : x < 3 ou —3 < x < 5 soit
1UJ =]—00;5].

2. L’ensemble des réels non nuls R* est I’ensemble des réels x € |—oc0;0[U]0; +o0].
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EXERCICE 1

1. Quelle est la différence entre le carré de 7 et la somme des sept premiers nombres impairs ?

2. Les nombres 152, 224 et 376 sont-ils divisibles par 8 ?

La conjecture « Si la somme des chiffres d’'un nombre entier est divisible par huit alors ce nombre est
divisible par huit » est-elle vraie ou fausse ?

a et b sont deux nombres premiers tels que a < b et a+ b est un nombre premier. Déterminer a.
Quel est le plus petit nombre de cubes que contient une boite de dimensions 63 cm, 45 et 18 cm ?
La somme de trois entiers consécutifs est-elle divisible par 3 ?

Le produit de trois entiers consécutifs est-il divisible par 8 ?

N o AW

a) Soit n un entier naturel, développer le produit (n+1) (n+2).
En déduire une factorisation de E (n) = (n* +3n+1)% — 1

b) Lorsque I’on augmente de 1 le produit de quatre nombres entiers consécutifs, obtient-on un carré parfait ?

EXERCICE 2

Avant d’effectuer sa tournée un représentant fait le plein d’essence. Au cours de ses déplacements, il rajoute
dans son réservoir une premiere fois 24,7 litres d’essence et une deuxieme fois 18,9 litres.

A son retour, il constate qu’il manque 11,5 litres pour refaire le plein du réservoir d’une capacité de 60 litres.
Sachant que la consommation moyenne du véhicule est de 5,8 litres pour 100 kilometres, quelle est la distance
parcourue par ce représentant au cours de sa tournée ?

EXERCICE 3

. . . 6 7
1. Donner trois nombres rationnels compris entre I et I

o : . 6 . 6
2. Quel nombre faut-il ajouter au numérateur et au dénominateur de la fraction 7 pour obtenir I’inverse de 7 ?

EXERCICE 4
Simplifier I’écriture des nombres suivants, puis indiquer lesquels sont des nombres décimaux :

22X 3Tx5t b_\/s 9 13 11 261077 -32x 1072 152102
IR - N E ST T 152410

s 5T TS

EXERCICE 5

Pour chacun des nombres suivants, simplifier I’écriture puis, en déduire le plus petit ensemble (IN, Z, Q ou R)
auquel il appartient :

A:(l_\/ﬁy; g V3-V20-V45 C:<M>

VIso 3
D_M_i- E—2\/§_3\/§' F= LN S
V2 VA _\/’\/6\[ ’ 1-v2 14+V2°
1-v3 2++/8 2
G:%; H:m; I:(\/4_\/E_\/4+\/ﬁ) .

EXERCICE 6

2

2

1 5 . . .
1. Leréel a= est-il solution de 1’équation x> —x—1=10?

2. Soitleréel b =

5 1
. Vérifier que 1+ b= b.
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3. L’opposé du réel b est-il égal a I’inverse du réel a ?

EXERCICE 7

1. Montrer que pour tout entier naturel 7, le réel v/n+ 1+ +/n est 'inverse du réel \/n+1—+/n.
1 1 1

Va1 VB3 VA3

2. En déduire la valeur de A =

EXERCICE 8

Soit E =2x> —x* —5x— 1. |

Calculer E pour x = —1 oux = ) ou x = 2. Peut-on conclure que pour tout réel x, £ =17
EXERCICE 9

Les égalités suivantes sont elles vraies ou fausses ?
L (x=2)2 (P +2x+2) =x' -2 - 222 +6

2. (x+2) (P —2x—1)=x"—4x—2

3. (x=3) (P +2x+1)=x -5 +7x -3

EXERCICE 10
Développer et réduire les expressions suivantes :
A=15x—(2x+3)%; B=(x+2)(x—2)— (x+1)%; C=(2-a)’-(2+a)
EXERCICE 11
Factoriser les expressions suivantes :
A=49x% —14x+1; B=(x+3)*—16; C=x>—25—(x+5)(1—-2x)
EXERCICE 12
b —-b
1 x=2 i ety= a , exprimer x> — y? en fonction de a et b.

2
2. x+y=aetxy=b. Exprimer (x —y)2 en fonction de a et b.

EXERCICE 13

Compléter par 1’un des symboles : €, ¢.

333 22 2 11 1 7
. 227 _2 1B 2 tideol: 2 .| L1414
[106’7]’ 3 ] 2’2]’ 0 ] o [ v2 [ [

EXERCICE 14

1. Dans chacun des cas suivants, écrire sous forme d’intervalle I’ensemble des nombres réels vérifiant la
condition donnée.
3 2 3
a) x}—?; b) —§<x; c) V2 <x<3; d) —Z>x>—2

2. Traduire chacune des informations ci-dessous par une ou des inégalités.

2) XE}—OO;—%]; b) x€&]-2i+00[; c) xe]—g;gl; d) xe}—w—‘;#]

EXERCICE 15

p—

. Déterminer I’ensemble S; des solutions de I’inéquation 2x —3 > 0

[\

. Déterminer I’ensemble S, des solutions de I’inéquation 1 —2x > 0.

3. Déterminer I’ensemble S3 des solutions de I’inéquation 2x+ 3 < Sx+ 1.
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I NOTION DE FONCTION

1 — FONCTION

Définir une fonction f sur un ensemble & de nombres réels, c’est associer a chaque nombre x € Z un
unique nombre réel noté f(x). On note :

f:2—-R
x> f(x)

— 9 est ’ensemble de définition de la fonction f. x est la variable.
— Le nombre f(x) est I'image du réel x par la fonction f.

— Quand on sait que f(x) =y, on dit que x est un antécédent de y par la fonction f.

EXEMPLE
f est la fonction définie sur I'intervalle [0;4o00[ par f(x) = \/x.

— L’ensemble de définition de la fonction f est I’intervalle [0;+oo].
— L’image de 9 par la fonction f est f(9) = /9 = 3.

— 9 est I’antécédent de 3 par la fonction f.

2 — COURBE REPRESENTATIVE

Soit f une fonction définie sur un ensemble & de nombres réels.
La courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d’un repére, est I’ensemble des points M (x;y)

€9
du plan tels que *
y=fx)

Cy

Cy est la courbe représentative d’une fonction f définie sur Z =| — co;a] U [b; +o00[

RESOLUTION GRAPHIQUE D’EQUATION ET D’INEQUATION

Soient Cy la courbe représentative d’une fonction f et k un réel.

— Les solutions de I’équation f(x) = k sont les abscisses des points de la courbe C; d’ordonnée k.

— Les solutions de I'inéquation f(x) < k (respectivement f(x) > k ) sont les abscisses des points de la
courbe Cy dont I’ordonnée est inférieure a k ( respectivement supérieure a m )

EXEMPLE

Cy est la courbe représentative d’une fonction f définie sur R.
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— La courbe Cy coupe la droite & d’équation y = k en trois points d’abscisses respectives xp, X €t X3 :
L’ensemble S des solutions de I’équation f(x) =k est S = {x;;x2;x3}.

— Sur chacun des intervalles | —o0;x1] ou [x2;x3], la courbe Cy est en dessous de la droite & d’équation y =k :

L’ensemble des solutions de I’inéquation f(x) < k est . = |—o00;x1] U [x2;x3].

Il VARIATIONS

1 — FONCTION CROISSANTE

f(x2)

——- fx1)

Dire que la fonction f est croissante sur un intervalle / signifie que pour tous réels x; et x; de I.

Six; < xyalors f(x1) < f(x2)

On dit que la fonction f conserve I’ordre : les réels de I’intervalle [ et leurs images par f sont rangés dans le
méme ordre.

2 — FONCTION DECROISSANTE

******* f(x1)

Dire que la fonction f est décroissante sur un intervalle [ signifie que pour tous réels x; et x, de 1.

Six; < xpalors f(x1) > f(x2)

On dit que la fonction f change 1’ordre : les réels de I'intervalle / et leurs images par f sont rangés dans un
ordre contraire.
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3 — FONCTION CONSTANTE

y
k Cr
T T
| |
| |
| |
\ \
X1 0 Xy X

Dire que la fonction f est constante sur un intervalle [ signifie que pour tout réel x appartenant a /.

f(x) =k ot k est un réel.

4 — TABLEAU DE VARIATION

Une fonction qui ne change pas de variation sur un intervalle est une fonction monotone sur cet intervalle.
Etudier les variations d’une fonction c’est chercher sur quel(s) intervalle(s) elle est monotone.

M= f(a) €

On résume les variations de la fonction f a 1’aide du tableau de variation suivant :

X —00 a b +o0

o /M\m/

— Dire que la fonction f admet un maximum en a sur un intervalle / signifie que pour tout réel x
appartenant a 1, f(x) < f(a).

— Dire que la fonction f admet un minimum en a sur un intervalle / signifie que pour tout réel x
appartenant a 1, f(x) > f(a).

EXTREMUM

Dans le tableau de variation précédent :
Le nombre M est le maximum de la fonction f sur I'intervalle | — co;b] atteint pour x = a;
le nombre m est le minimum de la fonction f sur I’intervalle [a;+o0[ atteint pour x = b.
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EXERCICE 1

2nde 3

« Avec une centaine de déces en moyenne par an, le monoxyde de carbone (CO) est la premiére cause de mortalité accidentelle par

intoxication en France. »

DOCUMENT 1

DOCUMENT 2

Symptomes et effets sur la santé du monoxyde de carbone

Déces rapide
Coma, convulsions

Céphalées, confusion, évanouissements
chez I’adulte

Céphalées, vertiges, baisse de I’acuité visuelle,
irritabilité chez I"adulte et syncope chez I’enfant

Céphalées occasionnelles,
souffle court lors d’un exercice

Niveaux croissants de CO
dans I'air ambiant (en ppm)

Céphalées et nausées chez les enfants

Troubles du rythme cardiaque ressentis
chez les personnes les plus sensibles,
souffrant de coronaropathie

—— Pas de symptome

Source : Commission européenne 2014.

La société COalerte fabrique un modele de détecteurs qui enregistre en temps réel la concentration de
monoxyde de carbone en parties par million (ppm). Un tel détecteur produit un signal d’alarme respectant
les modalités fixées par la norme européenne EN 50 291 ci-dessous.

11 déclenche un signal d’alarme :

— si la concentration est supérieure a 30 ppm pendant au moins 120 minutes ;
— si la concentration est supérieure a 50 ppm pendant au moins 60 minutes;
— si la concentration est supérieure a 100 ppm pendant au moins 10 minutes ;

— si la concentration est supérieure a 300 ppm pendant au moins 3 minutes.

Un laboratoire d’essais proceéde a des tests sur un détecteur produit par la société COalerte en simulant un
accident qui provoque une concentration anormale de monoxyde de carbone dans une piece. Le laboratoire
releve la concentration de monoxyde de carbone en fonction du temps, exprimé en minutes.
Les enregistrements effectués sur une période de 8 heures se traduisent par la représentation graphique ci-

dessous.
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A partir du graphique et des documents précédents :

1. Estimer au bout de combien de temps devrait retentir un signal d’alarme.

2. Une personne présente dans la piece depuis le début d’un tel accident risquerait-elle de présenter des
symptdmes ? Si oui, lesquels ?

EXERCICE 2
f et g sont deux fonctions
1. Traduire chacune des phrases suivantes a I’aide d’égalités :

a) L’image de —1 par la fonction f est 3. b) L antécédent de /2 par la fonction f est 3.
¢) —3 apour image 1 par la fonction g. d) 3 a pour antécédents —1 et 2 par la fonction g.

2. Onsaitque f(—2)=1letg(l)=-2
a) Traduire chacune des deux égalités par une phrase contenant le mot "image".

b) Traduire chacune des deux égalités par une phrase contenant le mot "antécédent".

EXERCICE 3
La courbe Cy tracée ci-dessous, dans le plan muni d’un repére orthogonal, est la courbe représentative d’une
fonction f définie sur R.

D=

uiy

[o <]

/
/
[

N
~~

NN

. o T—— 5 /
Lf ~ /V
TN
9 8 6 BT |0 3 /! 3 6 | x
\\ '
) ~—

Par lecture graphique :

1. Quelle est I'image de 5 par la fonction f?
2. Quels sont les antécédents de —2?

3. Résoudre f(x) =0.

4. Résoudre f(x) < —2.

EXERCICE 4

Soit f une fonction définie sur I'intervalle [—3;3]. On sait que :
— les images de —3; 0 et 3 par la fonction f sont respectivement 5; 0,5 et —4
— 0 a exactement deux antécédents —1 et 2.
1. Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse :
a) L’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions.
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b) Le point M(—1;0) appartient a la courbe représentative de la fonction f.
c) La courbe représentative de la fonction f coupe I’axe des ordonnées en deux points.

2. Parmi les quatre courbes représentées ci-dessous, quelles sont celles qui peuvent représenter la fonction f?
(Justifier)

\ 4 4 \ 4 \ 4
\ \
\ 2 \ 2 \ 2 \ 2
J \ J \ J J
NP \ 2T\ § \[
1 ‘ 1 \ 1 \ 1
. N\ \ \ \ |~ \
\
3 110 X 3 0 X -8 110 X 3 110 X
1 \ \\ { \ 1 d \ 1
\
19 \ 1 \ 1 \ 1
1 \ 1 \ 15 \ 1 \
\ \ \ \
courbe %1 courbe %> courbe 63 courbe %4
EXERCICE 5

Soit f une fonction définie sur I'intervalle [—10;10]. Son tableau de variations est le suivant :

1. Donner le tableau du signe de f suivant les valeurs de x.

2. Comparer f(—1)et f <—§>

3. Le tableau permet-il de comparer les images de 2 et 4?7

EXERCICE 6

La courbe Cy tracée ci-dessous, dans le plan muni d’un repere orthogonal, est la courbe représentative d’une
fonction f définie sur R.
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A partir du graphique, répondre aux questions suivantes :
1. Quels sont les antécédents de O par la fonction f?
2. Pour chacune des solutions de I’équation f(x) = —2, déterminer un intervalle d’amplitude 0,5 auquel

appartient cette solution.
3. Donner le tableau du signe de f suivant les valeurs de x.

4. Etablir le tableau des variations de la fonction f.

EXERCICE 7

On dispose d’une ficelle de longueur 51 cm que 1’on coupe en deux. Avec un des morceaux on forme un carré,
et avec ’autre on forme un rectangle dont la longueur est le double de sa largeur.

Peut-on couper la ficelle de telle sorte que la somme des aires du carré et du rectangle soit minimale ?

On note x la longueur de ficelle utilisée pour le carré.

X ?

1. a) Exprimer en fonction de x I’aire du carré.

b) Exprimer en fonction de x la longueur de ficelle utilisée pour le rectangle.
(51—x)*

18
2. Onnote f la fonction qui a x associe la somme des aires du carré et du rectangle.

En déduire que I’aire du rectangle vaut

a) Quel est I’ensemble de valeurs possibles pour le réel x?
b) Donner une expression de f(x).

3. Dans le plan muni d’un repére orthogonal, on a tracé la courbe ¢ représentative de la fonction f
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A partir du graphique, répondre aux questions suivantes :

a) Etablir le tableau des variations de la fonction f.
b) Pour quelle valeur de x, la somme des aires du carré et du rectangle est minimale ?

¢) On suppose qu’on ne coupe pas la ficelle et qu’on forme avec cette ficelle soit un carré soit un rectangle
dont la longueur est le double de sa largeur.

L’aire du rectangle est-elle supérieure a celle du carré ?

4. Calculer f(24) et interpréter le résultat.

EXERCICE 8

ABC est un triangle isocele en A avec AB =7 et BC = 9. Soit I un point du segment [AB], la paralléle a la droite
(BC) coupe le segment [AC] au point J. On pose Al = x.

A

B
1. Exprimer la distance /J en fonction de x.

2. On note f la fonction qui a x associe le périmetre du triangle AlJ.
a) Quel est I’ensemble de définition de la fonction f?
b) Donner une expression de f(x).

3. On note g la fonction qui a x associe le périmetre du quadrilatere 1JCB.
Donner une expression de g(x).

4. Déterminer la position du point / telle que /JCB et AlJ aient le méme périmetre.

EXERCICE 9

ABCD est un rectangle de longueur AB = 10 et de largeur AD = 4.
M est un point mobile le long de la ligne brisée ABC.
SiM € [AB], on pose x =AM ; si M € [BC], on pose x = AB+ BM.
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1. 7 (x) est selon la position du point M 1’aire du triangle ADM ou du trapéze ADMB.
Exprimer <7 (x) en fonction de x.
2. Représenter la fonction <7 dans le plan muni d’un repere orthogonal.

3. Déterminer la position du point M telle que I’aire . (x) soit égale au tiers de ’aire du rectangle.

EXERCICE 10

Dans un repére orthonormé, on considere les points A(0;4), B(—3;0) et C(7,5;0).
M (x;0) est un point du segment [BC]. Soit f la fonction qui a x associe la distance AM.

1. Quel est I’ensemble de définition de la fonction f?
2. a) Etablir le tableau des variations de la fonction f.

b) En déduire le nombre de solutions de chacune des équations suivantes f(x) =3; f(x) =4; f(x) =5et
£(x) =o.
3. Résoudre les équations f(x) =4,1 et f(x) =5,8.

EXERCICE 11

On considere une fonction f définie sur I'intervalle [—5;5] . Le tableau de variations de la fonction f est le

suivant :
f(x) : \ /
1
1. Comparer f <—§> etf(—%)

2. Peut-on comparer les images de O et de 3?

3. Pour chacune des propositions suivantes, justifier si elle est vraie ou fausse :
a) Sia et b sont deux réels tels que 2 < a < b < 4 alors f(a) < f(b).
b) Tous les réels de I'intervalle [—5;0] ont une image supérieure ou égale a 1.

¢) Il existe un seul réel de I’intervalle [—5;5] qui a une image négative.

EXERCICE 12

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x—2)*> —9x? . On note C; sa courbe représentative.
1. Factoriser I’expression de f(x).

2. Développer I’expression de f(x).

1
3. Calculer I’image par la fonction f de —3 ?
4. Quelles sont les coordonnées des points d’intersection de la courbe Cy avec les axes du repere ?
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5. Quelles sont les abscisses des points de la courbe Cy qui ont pour ordonnée 4 ?

EXERCICE 13
Soit f la fonction définie pour tout réel x de I’intervalle [—3;4] par f(x) = 2x* — 3x.

1. Déterminer les antécédents de O par la fonction f.

2. Compléter le tableau suivant :

2nde 3

X -3 -2 —1 0 1 2 3

f(x)

3. Pourquoi peut-on affirmer que la fonction f n’est pas monotone sur [—3;4] ?
4. Calculer I'image de 0,8. Le tableau permet-il de trouver le minimum de la fonction f?

2
3 3
5. a) Montrer que pour tout réel x de I'intervalle [—3;4], f(x) — f (Z) =2 <x — Z) .

b) En déduire I’existence d’un extremum pour la fonction f.

EXERCICE 14
9 — 4x2

Soit f une fonction définie pour tout réel x par f(x) = i1
X

plan muni d’un repere.
1. Calculer les coordonnées des points d’intersection de la courbe C avec les axes du repere.
2. Etudier le signe de f(x) — £(0). En déduire 1’existence d’un extremum pour la fonction f.

3. Montrer que pour tout réel x, f(x) > —4. Peut on conclure que —4 est le minimum de la fonction f?

A. YALLOUZ (MATH@ES)
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I FONCTION AFFINE

1 — DEFINITION

2nde 3

Soit a et b deux réels.
La fonction f définie sur R par f(x) = ax+ b est une fonction affine.

EXEMPLES

1
— La fonction f définie sur R par f(x) = g — 3 est une fonction affine avec a = 5 etb=-3.

2
— La fonction f définie pour tout réel x # 0 par f(x) = — — 3 n’est pas une fonction affine.
X

CAS PARTICULIERS

— Dans le cas ot b = 0, la fonction f définie sur R par f(x) = ax est appelée fonction linéaire.

— Dans le cas ou @ = 0, la fonction f définie sur R par f(x) = b est une fonction constante.

2 — PROPORTIONNALITE DES ACCROISSEMENTS

f est une fonction affine si, et seulement si, pour tous nombres réels distincts, on a :

)= fx)

X2 — X1

# DEMONSTRATION
Soit f une fonction affine définie sur R par f(x) = ax+b.
Alors pour tous réels x| # x; on a :

fx)—rf(x) _antb—ax—b a(x; —xp)

X2 — X1 X2 — X1 X2 — X1

f(x) = f(x1)

Soit f une fonction définie sur R telle que, pour tous réels x; # xp, ona ————= =a.

X2 — X1
Alors, en particulier pour tout réel x 20 on a :

f)=/(0) _ fx) = f(0)

x—0 X

D’ott f(x) — £(0) = ax. Soit en notant I’'image de 0 f(0) = b, on obtient pour tout réel x, f(x) = ax+b.

Ainsi, f est une fonction affine.

EXEMPLE

Déterminer la fonction affine f telle que f(—6) =5et f(3) = —1.
f est une fonction affine d’out pour tout réel x, f(x) = ax+ b avec
f(3)—f(-6) : —-1-5 2

=73 (e ot 9T T3

2
Ainsi, f(x) = = 2x+b. Or f(3) = ~1 dob

2
—§><3+b:—1<:>—2+b:—1

Sb=1

2
f est la fonction définie sur R par f(x) = —§x+ 1.
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3 — VARIATION

2nde 3

Soit a et b deux réels.

— Si a est positif, la fonction affine f définie sur R par f(x) = ax+ b est croissante.

— Si a est négatif, la fonction affine f définie sur R par f(x) = ax+ b est décroissante.

3 DEMONSTRATION

Si a est positif : Si a est négatif :

Soit x; et x, deux réels tels que x; < xp Soit x; et x, deux réels tels que x; < xo

Commea >0, ax; <ax;.D’otu axi+b<axy;+b | Commea <0, ax; > ax;. D’ouax);+b>axy+b
Soit f(x1) < f (x2) Soit f(x1) = f (x2)

Donc f est croissante Donc f est décroissante

4 — SIGNE DE ax+ b AVEC a # 0

Soit f la fonction affine définie sur R par f(x) = ax+b avec a # 0.
b

f(x) est du signe de a pour les valeurs de x supérieures a ——.
a

% DEMONSTRATION

Si a # 0 alors I’équation ax + b = 0 admet pour solution x = —g.
Sia > 0 alors f est strictement croissante : Sia < 0 alors f est strictement décroissante :
donc pour tout réel x < —g, fx)y<f <—§> donc pour tout réel x < —g, fx)>f <— >
soit pour tout réel x < — g, flx) <0 soit pour tout réel x < —Z, flx)>0
D’ot le tableau du signe de f(x) D’ot le tableau du signe de f(x)
X —00 — % +o0 X —00 — % +00
£ - 0+ £ + 0 -

Par conséquent, sia # 0 :

+o0o

f(x)=ax+b signe de —a 0 signe de a

5 — COURBE REPRESENTATIVE

Soit a et b deux réels.

La courbe représentative de la fonction affine f définie sur R par f(x) = ax+ b est la droite Z d’équation

y=ax+b.
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a<0 a=0 a>0

ol 1 Nl ol 1 x o " x

a a

Il INEQUATIONS

Pour résoudre une inéquation a une inconnue on peut étre amené a étudier le signe d’une expression.

Résoudre A(x) < B(x) équivaut a résoudre A(x) — B(x) < 0.

1 - ETUDE DU SIGNE D’UN PRODUIT

REGLE DES SIGNES D’UN PRODUIT

Le produit de deux nombres de méme signe est positif. Le produit de deux nombres de signes contraires est
négatif.

TABLEAU DE SIGNES D’UN PRODUIT

Pour étudier le signe d’un produit :

— On étudie le signe de chaque facteur.

— On regroupe dans un tableau le signe de chaque facteur. La premiere ligne du tableau contenant les valeurs,
rangées dans I’ordre croissant, qui annulent chacun des facteurs.

— On utilise la régle des signes pour remplir la derniere ligne.

EXEMPLE

Résoudre dans R I'inéquation (2x+3)* < (3x—1)*
Pour tout réel x,

(2x4+3)2 < Bx—1)* & (2x+3)* = (3x—1)2 <0

& [(2x+3) 4+ GBr—1)] x [(2x+3) — Bx—1)] <0
< (2x+3+3x—1)(2x+3-3x+1) <0

< (5x+2)(4—x) <0

Etudions le signe du produit (5x+2) (4 — x) a I’aide d’un tableau de signe.
On étudie les signe de chacun des facteurs du produit :

2
5x+2<0<:)x§—§ et 4—x<0s=x>14

On résume dans un seul tableau le signe de chacun des facteurs et, on en déduit le signe du produit en utilisant
la regle des signes d’un produit :
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X —00 2 4 +00
5
[
Sx+2 — 0 + +
4—x + + 0 —
|
[
(5x+2) (4 —x) — 0 + 0 -
| |

2
L’ensemble des solutions de 1’inéquation (5x+2) (4 —x) <OestS = ] —00; —g} U [4; +00 [

2 — ETUDE DU SIGNE D’UN QUOTIENT

REGLE DES SIGNES D’UN QUOTIENT

Le quotient de deux nombres de méme signe est positif. Le quotient de deux nombres de signes contraires
est négatif.

TABLEAU DE SIGNES D’UN QUOTIENT

Pour étudier le signe d’un quotient :

— On cherche les valeurs qui annulent le dénominateur (valeurs interdites).
— On regroupe dans un tableau le signe de chaque terme.

— On utilise la regle des signes pour remplir la derniere ligne.

EXEMPLE
+7 >0
3x+2

est défini pour tout réel x tel que le dénominateur 3x+ 2 # 0.

Résoudre dans R I’'inéquation

. 2x+T
Le quotient
3x+2

2 2x+7 2
Comme 3x+2#0& x# —3 le quotient 3x1 > est défini pour tout réel x # —3 :
X

2x+7 2x+7

>2&
3x+2 3x+2
o (2x+7)—2x (3x+2)

220

>0
3x+2
2x+7—6x—4 >0
3x+2
3—4x
S —2>0
3x+2

3—4x

Etudions le signe du quotient a I’aide d’un tableau de signe.

X+
On étudie les signe de chacun des termes du quotient :

3

2
3—4x<0<:)x>4 et 3x+2§0<:)x<—§

On résume dans un seul tableau le signe de chacun des termes et, on en déduit le signe du quotient en utilisant
la regle des signes d’un quotient.

2
La double barre dans le tableau indique que — 3 est une valeur interdite :
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3
X —0 -3 — +o00
3 4
[
3—4x + + 0 —
3x+2 — 0 + +
|
3 —4x _ n 0 B
3x+2 |
—4x

L’ensemble des solutions de I’inéquation

23
S0estS=|—=:2].
xr2” }3]
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EXERCICE 1
Soit f et g les fonctions définies sur R par f(x) =3 —2xet g(x) = % -1

1. Tracer les courbes représentatives des fonctions f et g dans le plan muni d’un repere.

2. Calculer les coordonnées du point d’intersection des deux courbes.

EXERCICE 2
N
Py y
E \\ 3 ,/ g
N e
N I
2
>
LN
'/ A\,
5 -4 3 2T 4ol 1 2 [WN]a X
7 N
el F ™\
// n 0\
7 = 3
3 e

Dans chaque cas ou la droite représentée ci-dessus, est la courbe représentative d’une fonction, déterminer la
fonction affine associée.

EXERCICE 3

Le tableau ci-dessous, donne le signe d’une fonction définie sur R.

I'(x) + 0 -

Parmi les fonctions suivantes, quelles sont celles qui admettent le méme tableau de signes ?

fx) =—x+2; g(x):—l—f h(x) =x*+4; k(x) =2x+4; I(x)=—=—=

2 b
EXERCICE 4

ABCD est un carré de coté 6.
A tout point M du segment [AB], on associe le réel x = AM.

A D
X
M
B C

Le nombre f(x) est égal a Iaire du trapéze BCDM.

1. Donner une expression de f(x).
2. Résoudre f(x) < 24.
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EXERCICE 5

ABCD est un trapéze rectangle. A tout point M du
segment [AB], on associe le réel x = AM.

Le réel f(x) est égal a I’aire du triangle BMC.

Le réel g(x) est égal a I’aire du trapeze AMCD.

A X M B
Les courbes représentatives des fonctions f et g sont tracées ci-dessous :

y

32

28

24

20

16

12

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X

A I’aide du graphique, déterminer les distances AB, AD et CD.

EXERCICE 6

Dans chacun des cas suivants, déterminer la fonction affine f puis donner son sens de variation

1. f(=2)=3et f(3) = —1

2. La droite représentant la fonction f passe par les points de coordonnées (—2;—1) et (1;3).

EXERCICE 7

1. f est une fonction affine définie pour tout réel x telle que f(—1,5) = —2et f(3) = 1.
Donner une expression de f(x).

2. gest une fonction affine définie pour tout réel x telle que g(2) = —1 et g(4) — g(—2) = —9.
Donner une expression de g(x).

3. Résoudre dans R, I'inéquation f(x) < g(x).

EXERCICE 8

t
— Augmenter une grandeur de t% revient a multiplier cette grandeur par 1+ Too

.. . N . 1. t
— Diminuer une grandeur de % revient a multiplier cette grandeur par 1 — Too
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Quel est le pourcentage d’évolution d’un article qui baisse successivement de 8% puis de 5% ?
Apres une hausse de 6,25% le prix d’un article est de 272€. Quel était le prix de cet article avant la hausse ?

Apres une baisse de 5,6% le prix d’un article est de 236€. Quel était le prix de cet article avant la baisse ?

A

Le cours d’une action a baissé de 20%. Quel devra étre le taux du pourcentage d’augmentation pour que
cette action retrouve son cours initial ?

EXERCICE 9

Soit f et g les fonctions définies sur R par f(x) = (x+3) et g(x) = (5x+1)2.
On cherche a résoudre I’'inéquation f(x) > g(x).

1. Factoriser I’expression de f(x) — g(x).

2. A Tl’aide d’un tableau, étudier le signe de f(x) — g(x).

3. Résoudre I'inéquation f(x) > g(x).

EXERCICE 10

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1. (3x—2)2—(x+1)2>0
2. (2-3x)2 < (2—-3x)(3—5x)
3x+4 >
1—2x
2x
3x+2

<1

EXERCICE 11

2

9
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x* — R On note Cy sa courbe représentative dans le plan muni d’un

repere orthogonal.
La courbe Cy est tracée ci dessous, dans le plan muni d’un repere orthogonal.

9 13
1. Soit g la fonction affine telle que g <_4_1> =—betg (Z) =5.

a) Déterminer I’expression de g en fonction de x.

b) Tracer la courbe D représentative de la fonction g dans le repére orthogonal donné ci dessous.

\ /

\ Y /G
\\

e <}
o

\ A /
\ 2 /
\\ //
N /
4 5 N 1 0 )4 3 x
AN 5 yid
N ~
~ -4 —

N
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2. a) Vérifier que pour tout réel x, f(x) —g(x) = (x—3)(x+1).

b) Etudier les positions relatives des courbes C retD.

EXERCICE 12

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —4x> 4+ 12x — 2.
Sa courbe représentative notée C est tracée dans le repere orthogonal ci-dessous.

\ y

&
\9J

|t
NN
N
N
L~

\\ // ]
N /

0

1. Soit g la fonction affine définie sur R telle que g(3) —g(—1) =12 et g(2) = 4.
a) Déterminer I’expression de g en fonction de x.
b) Tracer la courbe D représentative de la fonction g dans le repere précédent.
2. a) Factoriser f(x)— g(x).
b) Résoudre dans R I’inéquation f(x) < g(x).
c) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la droite D avec la courbe Cy.

EXERCICE 13

Deux offres de location de vacances sont proposées dans deux résidences similaires.

— OFFRE A : 50 € par nuit pour les trois premieres nuits puis, 44 € par nuit supplémentaire.

— OFFRE B : Un forfait de 350 € pour sept nuits consécutives puis, 32 € par nuit supplémentaire.

1. On appelle f la fonction qui a tout séjour de x nuits fait correspondre le montant en euros a payer pour un
client qui a choisi I’offre A.
a) Calculer f(3) et f(5).
b) Donner une expression de f(x).

2. On appelle g la fonction qui a tout séjour de x nuits fait correspondre le montant en euros a payer pour un
client qui a choisi I’offre B.

a) Calculer g(5) et g(12).
b) Donner une expression de g(x).
3. a) Représenter dans un méme repere les fonctions f et g.

b) Par lecture graphique, déterminer le nombre de nuits a partir duquel I’offre B est plus avantageuse que
I’offre A.
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I NOTION DE VECTEUR

1 - PARALLELOGRAMME

DEFINITION

Un quadrilatere ABCD est un parallélogramme si, et seulement si ses diagonales ont le méme milieu

0
D
parallélogramme aplati
B

PROPRIETES

— Un quadrilatére ABCD est un parallélogramme si, et seulement si (AB)//(DC) et (AD)//(BC).

— Dans un parallélogramme les cdtés opposés ont la méme longueur.

REMARQUE

Dire que dans un quadrilatere, il y a deux c6tés opposés paralleles et de méme longueur ne suffit pas pour

conclure que ce quadrilatére est un parallélogramme.
C

B
Dans le quadrilatere ABCD nous avons (AB)//(CD) et AB = CD, pourtant ABCD n’est pas un parallélogramme.

2 — SENS ET DIRECTION

— Lorsque deux droites sont paralleles, on dit qu’elles ont méme direction.

— Une direction étant indiquée par la donnée d’une droite (AB), il y a deux sens de parcours dans cette
direction : soit de A vers B, soit de B vers A.
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3 — TRANSLATION

B R
//
/ N\
‘5‘1 S
L N
Al_~—T |M —
1 U T
N L1 LT
@1 -vd
N L
P
0 P

Le glissement qui permet d’obtenir la figure .%, a partir de la figure .#; peut étre décrit de fagon précise par
trois caracteres :

— la direction du glissement est donnée par la droite (AB);
— le sens du glissement est celui de A vers B}

— la distance du glissement est égale a la longueur du segment [AB].
On dit que la figure .%, est 'image de la figure .%#; par la translation de vecteur AB.
REMARQUE

—_— > —>
Les vecteur NS et PT sont aussi des vecteurs de la translation de vecteur AB, on dit qu’ils sont égaux. On note
alors :

AB=N3=PT

DEFINITION

Qient A et B deux points du plan. \

La translation qui transforme A en B associe a tout point C du plan, I'unique point D tel que les segments
[AD] et [BC] aient le méme milieu. R
Cette translation est la translation de vecteur AB.

Cas général B Cas particuler ou A, B et C sont alignés

ABDC est un parallélogramme ABDC est un parallélogramme aplati

- /

Il VECTEURS

Un couple (A,B) du plan détermine un vecteur. A est I’origine du vecteur et B est son extrémité. On le note
—>
AB
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1 — EGALITE DE DEUX VECTEURS

2nde 3

Deux vecteurs sont égaux s’ils sont associés a la méme translation

DEFINITION

A, B, C et D sont quatre points du plan. Les définitions suivantes sont équivalentes :

- - . . 5 . . -
— AB =CD si, et seulement si, D est 'image du point C par la translation de vecteur AB.

- -2 . . A g
— AB = CD i, et seulement si, les segments [AD] et [BC] ont le méme milieu.

—> - . . ,
— AB = CD i, et seulement si, ABDC est un parallélogramme.

EXEMPLE : LES TROIS PARALLELOGRAMMES

ABCD et ABEF sont deux parallélogrammes. Montrons que DCEF est un parallélogramme.

A

— ABCD est un parallélogramme alors, AB = DC.

— ABEF est un parallélogramme alors, AB=FE.

Par conséquent, DC = FE donc le quadrilatere DCEF est un parallélogramme.

2 — REPRESENTATION D’UN VECTEUR

Devant des égalités du type AB=DC=FE =" , on dit que les vecteurs A_é, DC , FE , ... sont des représentants

du vecteur % :
#=AB=DC=FE =---

—> —> . L, >
Le vecteur AA = BB = - -- est appelé le vecteur nul, noté 0.

—_—>
Soit O un point du plan. Pour tout vecteur i, il existe un un point M unique tel que @ = OM.

A. YALLOUZ (MATH@ES)
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Si % n’est pas le vecteur nul, les points O et M sont distincts. Le vecteur % est caractérisé par :
— Sadirection : c’est celle de la droite (OM).

— Son sens : c’est le sens de O vers M.

— Sanorme notée ||| : c’est la distance OM.

11l ADDITION VECTORIELLE
1 - SOMME DE DEUX VECTEURS

Soit trois points A, B et C.
—> —>
Si on applique la translation de vecteur AB suivie de la translation de vecteur BC, on obtient la translation de
—>
vecteur AC.
—> —> —>
Le vecteur AC est la somme des vecteurs AB et BC

RELATION DE CHASLES

Quels que soient les points A, BetCon a :

AB+BC =AC

REGLE DU PARALLELOGRAMME

La somme OA + OB est le vecteur OM tel que OAMB est un parallélogramme.

CONSTRUCTION DE LA SOMME DE DEUX VECTEURS

[Régle du parallélogramme]

[Relation de Chasles]

w 74

=|

A
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PROPRIETES ALGEBRIQUES

2nde 3

—
1%

Quels que soient les vecteurs 7,
U+V=V+u; 0

2 — DIFFERENCE DE DEUX VECTEURS

OPPOSE D’UN VECTEUR

—
u

L’ opposé d’un vecteur # est le vecteur noté (— ) tel que @ + (—u) =

0.

=y

CONSEQUENCE

L’ opposé du vecteur AB est le vecteur BA : —AB = BA

#* PREUVE

D’apres la relation de Chasles : AB+BA=AA=0

DEFINITION

Etant donné deux vecteurs % et V la différence @ — ¥ est le vecteur @ + (— V).

Quels que soient les points A, B et C, BC=AC—AB

IV MULTIPLICATION D’UN VECTEUR PAR UN REEL

A. YALLOUZ (MATH@ES)
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1 — PRODUIT D’UN VECTEUR PAR UN REEL k

B
3 // 7 //
,// //
// /]
//
// z
7
— — %
— 2
1~ 3

DEFINITION

@ % un vecteur non nul (@ # 0) et k un réel non nul (k £ 0). \

Le produit du vecteur % par le réel k, noté ki est le vecteur caractérisé par :
— sadirection : k% a la méme direction que le vecteur  ;
Casouk >0 Casou k<0
= _1
7 (0 .
0A~
A,
— __ku — kﬁ o
(0] 0 M OM =
— A o F 4
— son sens : le vecteur ki a le méme sens que le | — son sens : le vecteur ku est de sens oppos€ au
vecteur u ; sens du vecteur « ;
2 . — 2
— sanorme : la norme du vecteur ki est égale au | — sanorme : la norme du vecteur ku est égale au
. —> , . = ) z
produit de la norme du vecteur % par le réel k produit de la norme du vecteur u par I’opposé
du réel k
— —
lku ] = k> [a]] k2| = —k x |||

Ce qui s’écrit de fagon générale ||k || = |k| x ||| et se lit :
kla norme du vecteur kK est égale au produit de la norme du vecteur % par la valeur absolue du réey

— — —
Lorsque @ = 0 ou k=0, on convient que k% = 0 : ainsi, I’égalité ki = 0 ne peut se produire que lorsque

>

=0ouk=0.

sy

REMARQUE

Soit A et B deux points distincts, et £ un réel donné. Il existe un unique point M défini par la relation AM = kAB :
— M est un point de la droite (AB)
— M a pour abscisse k dans le repére (A;B) d’origine A

M € [Ax) M € [AB] M € [By)

* k<0 A 0<k<l B k

WV
<
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2 — PROPRIETES ALGEBRIQUES

k(7 +V)=kit +k7; (k+K)T =kt +KT; kit =0 < k=0ou@ =0

Pour tous vecteurs % et vV et pour tous réels k et K :

3 — VECTEURS COLINEAIRES

DEFINITION

Deux vecteurs # et V sont dits colinéaires s’il existe un réel k tel que @ =kvV ou vV = ku

REMARQUES

- « 4 . \
— Comme 0 =07, le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur.

— Deux vecteurs non nuls sont colinéaires si, et seulement si, ils ont la méme direction.

4 — APPLICATIONS GEOMETRIQUES

AVEC LES MILIEUX

MILIEU D’UN SEGMENT

Etant donné un segment [AB]. Chacune des propriétés suivantes caractérise le milieu I du segment [AB] :
1) AI=IB ou 2) IA+IB=0 ou 3) AB=2Al.
4) Pour tout point M du plan MA +MB = 2M1.

3% DEMONSTRATION

1. L’égalité Al = IB caractérise le milieu 7 du segment [AB] (conséquence de la définition de I’égalité de deux

vecteurs).
—>

2. I milieu du segment [AB] <= Al=1B < [A=—IB « IA+1B=0
3. I milieu du segment [AB] <= Al = IB <= 2A] = Al +IB <= 2Al = AB
4. Si[ est le milieu du segment [AB], alors pour tout point M
MA+MB = (MI+14) + (MI+1B) = 2MI + [A+ IB = 2M]
Hg_/
=0
Réciproquement, la propriété MA + MB = 2M] étant vraie pour tout point M on peut I’appliquer au point /.
Soit : N R
IA+IB=2I1=0

Ce qui prouve que / est le milieu du segment [AB]

THEOREME

Soit ABC un triangle, I et J les milieux respectifs de [AB] et [AC] alors BC =2IJ

% DEMONSTRATION

55:§K+X5:2ﬁ+2ﬁ:2<ﬁ+ﬁ) —2IJ
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PARALLELISME ET ALIGNEMENT

> e
— Deux droites (AB) et (CD) sont paralleles si, et seulement si, les vecteurs AB et CD sont colinéaires.

—> —>
— Trois points A, B et C sont alignés si, et seulement si, les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

3 DEMONSTRATION

— Si (AB)//(CD) alors, les vecteurs AB et CD ont la méme direction donc ils sont colinéaires.

aQ

D

Réciproquement si les vecteurs AB et CD sont colinéaires alors, ils ont la méme direction donc (AB)//(CD)

— AB et AC sont colinéaires signifie donc (AB)//(AC). Deux droites paralleles ayant un point commun sont
confondues.

EXEMPLES

EXEMPLE 1 : CONSTRUCTION DE POINTS
La méthode pour construire un point M défini par une égalité vectorielle est d’obtenir une relation du type :
—>
OM = i
~ = A~

origine vecteur
connue connu

BN > e
Soit trois points non alignés A, B et C. Construire le point M défini par MA —3MB = AC

— Choisissons par exemple A comme « origine connue »
MA ~3MB = AC «— MA -3 (MA +4B) = AC
= MA—3MA —3AB=AC
s —2MA= 3@—1—26
< MA=—-—-AB—-AC
2 2
— AM = 5AB+ EAC

— Nous pouvons construire le point M :
C

A 2

EXEMPLE 2 : PARALLELISME, ALIGNEMENT

Montrer que des points sont aligné, ou sont sur des droites paralleles, revient & montrer que des vecteurs sont
colinéaires.
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Soit ABC un triangle, I le milieu de [AC], M est le symétrique de B par rapport a C et le point N est tel que
— 1 —
AN = §AB. Les points M, I et N sont-ils alignés ?

A 12

— [ est le milieu du segment [AC] donc Al = %KE‘)

— M est le symétrique de B par rapport a C donc C est le milieu du segment [BM] d’ou MC =CB.
Exprimons les vecteurs MI et IN en fonction des vecteurs AB et AC :

WT = MC + Cl = CB - JAC = CA + A — JAC = 4B - AC

IN =4+ AN = —3AC + 1A

Ainsi, M1 = AB — %A_c’etﬁ’v: %E’— %A_é d’ot MI = 3IN.

— . .
Par conséquent, les vecteurs M/ et IN sont colinéaires donc les points M, I et N sont alignés.

V COORDONNEES

1 — REPERE DU PLAN

On appelle base tout couple <7,f> de vecteurs non colinéaires.

Un repere du plan est un triplet <O7,f) ou O est un point du plan (appelé origine du repere) et (?,f) une

base.
y y
J J
j j
X O ? Ji X O ? 1 X
Repere quelconque Repere orthogonal Repere orthonormé
(o) L (oJ) (oI) L (0J)etOI =0J

2 — COORDONNEES D’UN VECTEUR

4 N

Le plan est muni d’un repere <O7,f) . Soit % un vecteur.

On appelle coordonnées du vecteur i les coordonnées du point M (x;y) dans le repére (O,?,f) tel que
OM = i.

On note indifféremment i (x;y) ou i <;> .

o /
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— (x;y) sont les coordonnées du point M dans le repére <O,?,f) signifie que OM = xi+ yf.

ird

— (ﬁ) sont les coordonnées du vecteur # dans le repere (O;?, ]) signifie que i = xi+yjJ.

REMARQUE
Les coordonnées d’un vecteur dépendent du choix du repere.
EXEMPLE

ABCD est un parallélogramme de centre O.

— Dans le repere (A;KE,KE‘)) :

A(0;0), B(1;0), C(1;1), D(0; 1), AC G) et BD <_i>

— Dans le repere (0;52,5%) :

A

A(1;0), B(0;1), C(—1;0), D(0;—1),

2l
a
VN
o,
N————
o
oo
Sl
VN
L
N———
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PROPRIETES DES COORDONNEES

, N

O,?,f) un repere du plan, i <§> etv <§,> deux vecteurs :

2

o

=
/N

— u=0¢équivautax=0ety=0.

— d=véquivautax=xety=y'.

Lo oo (XX
— Le vecteur i + ¥ a pour coordonnées )
yTy

p - . kx
— pour tout réel k, le vecteur kii a pour coordonnées ky )

- /

3 - COORDONNEES DU VECTEUR AB

Soit (O,?,f) un repere du plan et deux points A (x4;y4) et B (xg;y5).

Les coordonnées du vecteur AB dans le repere (O,?,f) sont AB <§B - §A> .
B— YA

% DEMONSTRATION

_— > >  —>

D’apres larelation de Chasles AB=AO+ OB = OB — OA. Donc les coordonnées du vecteur AB sont AB <;B B ;A> .
B— YA

4 — COORDONNEES DU MILIEU D’UN SEGMENT

Soit (O,f,f) un repére du plan et deux points A (x4;y4) et B (xp;yp).
Les coordonnées du milieu / (x7;y;) du segment [AB] sont :

_Xa +xp ol v — YA +YB
2 /i 2

X[

3 DEMONSTRATION

— - —> — 1l /— —
I est le milieu du segment [AB] d'ot 207 = OA + OB soit OF = 3 <OA v OB)
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5 — CONDITION DE COLINEARITE

/
s

. i < (X (X N q q
Soit (O; i J) un repere du plan. Les vecteurs # <y> et v (y’) sont colinéaires si, et seulement si,

xy —xy=0

3 DEMONSTRATION

— Dans le cas o I'un des deux vecteurs est nul, les vecteurs sont colinéaires et la relation xy’ —x'y = 0 est
vérifiée car x=y=0oux' =y =0.

— Dans le cas ol les deux vecteurs sont non nuls, dire que i et ¥ sont colinéaires signifie qu’il existe un réel k

X =kx L o

, ce qui équivaut a xy' —x'y = 0.

tel que vV = kv. Soit
y =ky

EXEMPLE
Dans la figure ci-dessous, ABC est un triangle, K est le milieu de [BC], L est le symétrique du point A par rapport

aB.
Déterminer la position du point M sur la droite (AC) pour que les points K, L et M soient alignés.

Dans le repére <A;14—B),14—C:) nous avons A(0;0), B(1;0), C(0;1).

11
— Les coordonnées du point K milieu du segment [BC] sont K (5; 5).

— L est le symétrique du point A par rapport a B donc AL = 2AB. Les coordonnées du point L sont L(2;0).
— M est un point de la droite (AC) donc AM = y;fé d’ou M a pour coordonnées M (0;y).

. . P . . - - « , .
Les points K, L et M sont alignés si, et seulement si, les vecteurs LK et LM sont colinéaires.
—> —>
Calculons les coordonnées des vecteurs LK et LM :

’ 3

i (xk "‘L) swoit IR — k| 2
YK — YL 1

2

—0 Z

N = N =

et LM (xM _XL> soit LK <0_ 2) — IM <_2>
M~ YL y=0 y
Les vecteurs LK et LM sont colinéaires pour y solution de I’équation :
3 1 3 2
5 XY (=2) x 3 = 5 Xy = y=3
o . . — 2
Ainsi, M est le point de la droite (AC) tel que AM = §AC
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6 — DISTANCE DANS UN REPERE ORTHONORME

—)

Soient A (x4;y4) et B(xp;yp) deux points du plan muni d’un repere orthonormal <O;?, J), la distance AB
est donné par

AB = \/(XB —xa)* + (8 —ya)?

% DEMONSTRATION

ird

Comme (O;?, ]) est un repere orthonormal, le triangle AM B est un triangle rectangle en M.

D’apres le théoreme de Pythagore :

AB? = AM* + MB?
Soit AB*> = (xp —XA)Z +(v8 —)’A)z

d’ou AB = \/(xB —x4)*+ (8 —ya)’?

EXEMPLE

Le plan est muni d’un repere orthonormal (O,?,f) On considere les points A(—1;—2), B(2;2) et C(—2;5).
Quelle est la nature du triangle ABC?

Calculons les longueurs des trois cotés du triangle ABC :

— AB=1/2—(-1))+2-(-2)*=v9+16=125=5

— AC= (2= (1) + (5~ (-2’ = VITB = V50 =512

— BC=1/(-2-2*+(5-2)"=V16+9=+25=5

Nous avons AC? = AB? + BC? alors, d’aprés la réciproque du théoreme de Pythagore, le triangle ABC est
rectangle en B.
En outre AB = BC donc ABC est un triangle rectangle isocele en B.
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EXERCICE 1

N

\/

1
1
A
AT L~ u
T — T
B e

1. Tracer la figure .%, image de la figure .#; par la translation de vecteur AB.

2. Tracer la figure .%3 image de la figure .%, par la translation de vecteur /.

EXERCICE 2

\\/
[\

7
9 \

Construire un point E sur la droite A et un point F sur la droite & de fagon que ABEF soit un parallélogramme.

EXERCICE 3

A B
ABCD est un parallélogramme. M est un point du segment [BC].
1. Construire le point N tel que le quadrilatere AMNB soit un parallélogramme.
2. Montrer que les segments [CM] et [DN] ont le méme milieu.
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EXERCICE 4

—>

Placer les points M et N tels que AM = 7 + 7 et AN = W — ¥

u T
] A
\\ A l/
N /7
) /
EXERCICE 5
C
A
B

1. Placer les points M et N tels quem :£+1?C)‘ et MN = AB — AC.

2. Montrer que B est le milieu du segment [AN].

EXERCICE 6
ABCD est un parallélogramme de centre O.

1. Montrer que OA+OB+0C+0D=0
2. En déduire que pour tout point M du plan, MA +MB +1\7C) +MD = 4MO.

EXERCICE 7
Soit un triangle ABC. Construire les points M et N tels que MA +MB = BC et NA+NC = CB.

EXERCICE 8
On considere un triangle ABC.

1. Soit M le point du plan tel que 3MA+MB—2MC = 0.
Exprimer le vecteur AM en fonction des vecteurs AB et AC. Construire le point M dans la figure ci-dessous.

2. Construire le point N tel que 2AN + BN = 2CN.
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3. Les points A, M et N sont-ils alignés ?

2nde 3

EXERCICE 9

Soit un triangle ABC et les milieux 7, J, et K des cotés [AB], [AC] et [BC].
1. Construire les points M et N tels que MA +MB = AC et NA + NC = AB.
2. Les droites (MN) et (1J) sont-elles paralleles ?

EXERCICE 10
ABCD est un parallélogramme.
1. Placer les points E et F définis par les égalités : DE = ZAB etAF = _§AD

2. Exprimer le vecteur AE en fonction des vecteurs AB et AD.
3. Exprimer le vecteur BF en fonction des vecteurs AB et AD.
4. Montrer que les droites (AE) et (BF') sont paralleles.

EXERCICE 11

—> —> — —> 3—> —> —> —>
1. Placer les points M, N et P tels que AM = AB+AC, AN = EAB et AP =2AC — AB.

2. Exprimer le vecteur MN en fonction des vecteurs AB et AC.
3. Montrer que les droites (MN) et (AP) sont paralleles.
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EXERCICE 12
A
\\\\ D
B \\\\
c

3
1. ABCD est un parallélogramme. Placer les points E et F' tels que ZE = 51@ et ZI_‘Z = 3@.

2. Exprimer les vecteurs EE’ et Eﬁ en fonction de 1@ et ZB . En déduire que les points E, C et F sont alignés.

EXERCICE 13

ABCD est un parallélogramme.
1. Placer les points E, F et G tels que : AE = §AB’ FD = —§AD et AG = §AB +AD.

. —> . —> —
2. Exprimer le vecteur EF en fonction des vecteurs AB et AD.

3. Les points E, F' et G sont-ils alignés ?
EXERCICE 14

: : . . — —  — 2 2
Soit ABC un triangle. On considere les points M et N tels que BM = 2CA et AN = 51@ + §A-C)
Les droites (AM) et (BN) sont-elles paralleles ?

EXERCICE 15

ABCD est un parallélogramme.

1. Placer les points E et F' définis par les égalités : DE = ZAB et AF = _§AD

2. Les droites (AE) et (BF) sont-elles paralleles ?
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EXERCICE 16

ABC est un triangle.

2nde 3

X

1. Soit M le point défini par MA —3MC = AB.
a) Exprimer le vecteur AM en fonction des vecteurs AB et AC.
b) Placer le point M sur la figure.
2. Dans le repere <A;E,E> on considere le point D de coordonnées (1;1)
a) Placer le point D sur la figure.
b) Quelle est la nature du quadrilatere ABDC?
3. Les droites (BC) et (DM) sont-elles paralleles ?

EXERCICE 17

ABC est un triangle.

—> —> > 2 —>
1. Placer les points /, J et K tels que Al = 2AB, AJ = §AC et K milieu du segment [BC].

2. Exprimer les coordonnées des points /, J et K dans le repere (A;E,A_C»).
3. Les points I, J et K sont-ils alignés ?
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EXERCICE 18
Dans le plan muni d’un repére <O;?,f), on considere les points A (—1;2), B(—2;—3), C(7;0) et D (5;4).

Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ?

EXERCICE 19
Dans le plan muni d’un repére <0,7,f) , on considere les points A (—4; —1), B(3;2) et C(4;—1).
1. Les points A, B et C sont-ils alignés ?

2. Déterminer les coordonnées du point D tel que BD = 2BA + AC.
Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ?

EXERCICE 20

oo 17 1 10
Soit <O;i,j) un repére du plan. On considere les points A(—2;2), B <5, 5) etC <—§; ?>

1. Les points A, B et C sont-ils alignés ?

1
2. Déterminer I’ordonnée y du point D <_§ ;y) tel que les points A, B et D soient alignés.

EXERCICE 21
Dans le plan muni d’un repere <O,7,f) on donne les points A(—1;1), B(2;1) et C(—2;3)

1. Déterminer les coordonnées du point M tel que AM = 2BC.

3 —

2. Déterminer les coordonnées du point P tel que BA+2BC+ EBP =0.

3. Les points B, M et P sont-ils alignés ?

EXERCICE 22

Dans le plan muni d’un repere <O;?,f), on considere les points A (3;4), B(—2;1) et C(2;—2).

1. Soit G le point du plan tel que GA+GB+GC = 0.
a) Montrer que 30G = O_A)+ OB + oC.
b) En déduire les coordonnées du point G.
2. Soit I le milieu de [BC] . Montrer que les vecteurs AG et AT sont colinéaires.
3. Soit J le milieu de [AC] . Les points B, G et J sont-ils alignés ?
4. Que représente le point G pour le triangle ABC ?

EXERCICE 23
Dans le plan muni d’un repere orthonormé <O;?,f), on considere les points A(4;—2), B(2;2), C(—4;—1) et
D(—2;-5).
1. a) Placer le point E tel que le quadrilatére ABEC soit un parallélogramme.
b) Les droites (AB) et (DE) sont-elles paralleles ?
2. a) Calculer les coordonnées du point M milieu du segment [BC].
b) Les points A, O et M sont-ils alignés ?
3. a) Calculer les distances AC et BD.
b) Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ?
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EXERCICE 24
Le plan est muni d’un repere orthonormé (unités graphiques 1 cm sur chaque axe)
1. Placer les points A(—4;—3), B(—1;3) et C(3;1).
2. Calculer les coordonnées du point D tel que ABCD soit un parallélogramme puis, placer D sur la figure.
3. Calculer les coordonnées du centre / du parallélogramme ABCD.
4. Soit M le point défini par o
6BM = 4AC+7CB

a) Démontrer que BM = —%E& — %B_C:

b) Construire le point M sur la figure (on laissera apparents les traits de construction).

c) Calculer les coordonnées de M.

5. Les points D, I et M sont-ils alignés ? Justifier la réponse.

EXERCICE 25

Le plan est muni d’un repére orthonormé <O,?,f) . La figure sera complétée tout au long des questions.

1. Placer les points A (—5;1), B(3;—3), C(5;1) et E (2;0).
2. a) Calculer les coordonnées du point M milieu du segment [AB].
b) Les points E, C et M sont-ils alignés ?
3. a) Calculer les coordonnées du vecteur AB.
b) Calculer les coordonnées du point D tel que le quadrilatere ABCD soit un parallélogramme.
4. a) Calculer les distances AC et BD.
b) Quelle est la nature du triangle ABC ?

5. Placer le point N de coordonnées (1;3).
Les droites (AN) et (EC) sont-elles paralleles ?

EXERCICE 26

Le plan est muni d’un repere orthonormé <Of,f) . La figure sera complétée tout au long des questions.

: 5 1 5
1. Placer les points A <—2, 5),3 <4,—5> etC <3,—5>-

2. Déterminer les coordonnées du milieu / du segment [AB].
3. Le vecteur i (2;4) est-il colinéaire au vecteur AB? au vecteur BC?
4. Soit D(—1;y) ol y est un nombre réel.

a) Déterminer y pour que le point D appartienne a la droite (CI).
Placer le point D dans le repere.

b) Quelle est la nature du quadrilatere ACBD ?

5. Le point B appartient-il au cercle de diametre [AC]?
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I FONCTION CARRE

1 — DEFINITION

La fonction carré est la fonction définie pour tout réel x par f(x) = x>

PROPRIETES

— Un carré est toujours positif ou nul. Pour tout réel x, on a x> > 0.

4 A 4 4 2
— Un nombre et son opposé ont le méme carré. Pour tout réel x, on a x> = (—x)°.

2 — VARIATIONS DE LA FONCTION CARRE

La fonction carré définie pour tout réel x par f(x) = x> est décroissante sur | — co;0] et croissante sur
[0; +-00]

TABLEAU DES VARIATIONS DE LA FONCTION CARRE

¥ DEMONSTRATION
Soient a et b deux réels et f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = x°.

fla) = f(b) =a® —b* = (a—b)(a+D)
— Sia<b<0:
a<bea—-b<0eta<b<0&a+b<0donc f(a)— f(b) >0
Ainsi, sur Uintervalle | — 00;0] si a < b, alors f(a) > f(b). La fonction carré est strictement décroissante
sur | — 00;0].
— Si0<a<b:
a<bea—-b<0et0<a<bea+b>0donce f(a)— f(b) <0

Ainsi, sur I'intervalle [0;4o00[ si a < b, alors f(a) < f(b). La fonction carré est strictement croissante sur
[0; +00].

CONSEQUENCES

— Deux nombres négatifs et leurs carrés sont rangés dans 1’ordre contraire. Sia <
a

— Deux nombres positifs et leurs carrés sont rangés dans le méme ordre. Si 0 <

EXEMPLE

Déterminer un encadrement de x2 pour —3 <x < 2.
La fonction carré f n’est pas monotone sur I’intervalle [—3;2].
f est décroissante sur [—3;0] et croissante sur [0;2].

A. YALLOUZ (MATH@ES) 56


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY )
Année 2016-2017 FONCTION CARRE onde 3

— Si—-3<x<0alors0<x2<9

4
_SiO<x<2310r50<x2<4 f(x) \ /

D’apres les variations de la fonction carré, si —3 < x < 2 alors 0 < 2 <9

3 — COURBE REPRESENTATIVE

La courbe représentative de la fonction carré f définie sur R par f(x) = x? est la parabole & d’équation

y=x2.

|7

|
D =

_—

O

]
- [e e}
~——

(9]

I

T
~—

REMARQUE :

Si 0 < a < 1alors a® < a. Sur Iintervalle [0; 1], la parabole &2 d’équation y = x? est au dessous de la droite 2
d’équation y = x.

4 — EQUATIONS, INEQUATIONS
EQUATIONS x2 = k AVEC k REEL

— Si k < 0, comme un carré est positif, I’équation x> = k n’a pas de solution.
— Si k=0, I’équation x> = 0 a pour unique solution x = 0
— Si k > 0, résoudre I’équation x% = k, revient a résoudre I’équation P—k=0< (x + \/l;> <x — \/I;) =0.

On obtient les deux solutions x = —v/k ou x = V/k.
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k<0 k=0 k>0
y y y
k
\
| !
| !
} !
1 1 SANE !
| 1
0 1 X 0 1 x vk 0 & x
k
x*> = k n’a pas de solution x*> = 0 a pour unique solution 0 x> = k a deux solutions —v/k ou vk

INEQUATIONS x% < k ouU x2 > k AVEC k REEL

Résoudre une inéquation x2 < koux? > k avec k réel revient a étudier le signe de 2 —k.

k<0 k>0
y y y
k k
| ! \
I I
! } ! |
\ | ‘ \
11 BANE: | L\t |
. r . 1‘ i | ‘r
J x L O i 4 x 4 0 1 L
of 1 vk Vi Vk Vi
k
Linéquation x> < k n’a pas de L’inéquation x> < k a pour ensemble solution :
solution :
S=o § = |~Vk: Vi
e o . 2 . s
L'inéquation x” > k est toujours vraie : L’inéquation x> > k a pour ensemble solution :
S=R S:]—oo;—\/l_c]u[\/%;—l—oo{

EXEMPLE
Résoudre dans R I’inéquation x> > 9.
Pour tout réel x,

P>9ex-9>0s (x+3)(x—3)>0

Etudions le signe du produit (x4 3)(x —3) a ’aide d’un tableau de signe.
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X —00 -3 3 400
x+3 - (l) + +
x—3 — — (l) +
(x+3)(x—3) + 0 - (l) +
| |
L’ensemble des solutions de I’inéquation x> > 9 est § = |—o0; —3[U]3; 400
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EXERCICE 1

Trouver I’erreur dans le raisonnement suivant :

« Pour tout nombre réel x, x+ 1 > x. D’ol (x+ 1)2 >x

Soit en développant x> +2x+ 1 > x?

FONCTION CARRE

2

2nde 3

1 1
On en déduit que 2x+1 > 0 soitx > — 2 et donc finalement que tout nombre réel est plus grand que 5

EXERCICE 2

f est la fonction carré définie pour tout réel x par f(x) = x%. Sa courbe représentative est la parabole () tracée
ci-dessous, dans le plan muni d’un repere orthogonal.

Y
\ /
\ . [ ()
\ /
\ 2 /
\ - /
\. ) /
\ /
N /
6 | 5 | -4 3 D 0 } 4 5 X

|
I

7
. Calculer les images des réels : —v6,1—+2,1072 et 'ER
. Quels sont les antécédents éventuels de 12 ?

3
. Soit g la fonction affine définie pour tout réel x par g(x) = PR 10.

a) Tracer dans le repere précédent, la courbe D représentative de la fonction g.

b) Lire graphiquement, les solutions de 1’équation f(x) = g(x).

. . 3
¢) En déduire une factorisation de E (x) = x> — 2X 10.

EXERCICE 3

Recopier et compléter les égalités suivantes :

2 _ 2_ ...
A x +2x—(x+1)2 E. 2x2+3x:2|:(x+...)2 ]
1
2
B. x —x—(x—§> — E —3x2—x+1:—3[(x+---)2 }
3\? x? 1
o x2 1= ) —... T —1== R T
C. x*+3x <x+2> G 2+3x 1 2{(x+ ) ]
2
5\2 X L PR R
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EXERCICE 4
Soit x un nombre réel.
1. L’affirmation « Si x2 > 9 alors x > 3 » est-elle vraie ?

2. Ecrire une proposition équivalente a: x> >9 .

EXERCICE 5

1. Résoudre dans R I'équation (x — 3)* = 25.
2. Résoudre dans R I'inéquation (1 —2x)* > 9.

EXERCICE 6

Soit x un réel de 'intervalle [—0,5;3].
1. Donner un encadrement de x> puis de x> — 4x
2. a) Montrer que pour tout réel x, x> — 4x = (x — 2)* — 4.

b) En déduire un deuxieéme encadrement de x> — 4x.

EXERCICE 7

f est la fonction carré définie pour tout réel x par f(x) = x°.

Sa courbe représentative est la parabole (&) tracée ci-dessous dans le plan muni d’un repére orthogonal.

y (7
\ ) /
\ ) /

/
N

B~

1
N

3
1. Calculer les images des réels : (— 10_3), \/7— et2 —+/3.

Quels sont les antécédents éventuels de 20?
Le point A (3,6;13) appartient-il a la parabole () ?

Soit a un réel tel que : —3 < a < 2. Déterminer un encadrement de az.

AR

Soit g la fonction affine telle que g(—3) = 18 et g(5) = 6.
a) Déterminer I’expression de de g(x) en fonction de x.

b) Tracer la courbe D, représentative de la fonction g dans le repere précédent.

>
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2

6. a) Montrer que f(x) —g(x) = <x+2> (x—13).

b) Résoudre dans R I’inéquation f(x) < g(x).

c) Calculer les coordonnées des points d’intersection de la droite D, avec la parabole (2?).

EXERCICE 8

f est la fonction carré définie pour tout réel x par f(x) = x*.

2

Sa courbe représentative () est tracée ci-dessous dans le plan muni d’un repére orthogonal.

I

1
N

PARTIE A

4 7
. Calculer les images des réels : <—§> <—\/5> (1-+3), 103 et —.

13

. Quels sont les antécédents éventuels de 12 ?

9
. Placer dans le repere précédent le point A de coordonnées A <— 5;20> .

Le point A appartient-il a la parabole () ?
Résoudre dans 1’ensemble des réels I’inéquation f(x) > 8.

V2

. Soit a un réel tel que : 3 < a < —0,1. Déterminer un encadrement de a2,

. Six € ]—1;1072], a quel intervalle appartient f(x)?

PARTIE B

Soit g la fonction affine telle que g(—6) = 6 et g(2) = 26.

1.

2.
3.

a) Déterminer I’expression de de g(x) en fonction de x.

b) Tracer la courbe D, représentative de la fonction g dans le repere précédent.

Calculer les coordonnées des points d’intersection de la droite D, avec la parabole (22).

Résoudre dans R I'inéquation f(x) < g(x).

A. YALLOUZ (MATH@ES)

2nde 3

62


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY

Année 2016-2017 FONCTION CARRE onde 3
EXERCICE 9

ABC est un triangle rectangle en A tel que AB=9cmet AC =15 cm. b

G et D sont deux points du segment [CA] tels que CG = GD. E

On construit les rectangles ADEF et DGHI comme indiqué sur la

figure. It H

On pose alors CG = GD =x avec 0 < x < 7,5.

Le but de I’exercice est de trouver les valeurs de x pour lesquelles ; )

les aires des rectangles DGHI et ADEF sont égales. A D X G X C

1. a) Exprimer GH en fonction de x. En déduire I’aire en cm? du rectangle DGHI en fonction de x.
b) Exprimer ED en fonction de x. En déduire I’aire en cm? du rectangle ADEF en fonction de x.

2. Résoudre alors le probleme.

EXERCICE 10

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O,?,f)

On considere les points A(—1;—2), B(7;4) et le cercle € de
diametre AB.

1. Calculer les coordonnées du centre I du cercle ¥

2. Calculer le rayon r du cercle €.

3. Déterminer les abscisses des points M(x;5) appartenant au
cercle €. A

EXERCICE 11

Soient a, b, c et d les abscisses respectives de quatre points distincts A, B, C et D de la parabole &2 d’équation

y=x°

Quelle condition les réels a, b, ¢ et d doivent-ils vérifier pour que les droites (AB) et (CD) soient paralleles ?
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I POLYNOMES DU SECOND DEGRE

1 — DEFINITION

Une fonction polyndme de degré 2 est une fonction f définie sur R par f(x) = ax®> + bx +c ol a, b, ¢ sont
des réels et a # 0.

EXEMPLES
2

— La fonction f définie pour tout réel x par f(x) = —% + /2 est une fonction polynéme du second degré

1
aveca:—g,b:Oetc:\/i.

— La fonction g définie pour tout réel x par g(x) = (2x+ 1) — 3x est une fonction polyndome du second degré
car, pour tout réel x, g(x) =4x> +x+1(a=4,b=1letc=1)

— La fonction A définie pour tout réel x par h(x) = n’est pas une fonction polyndme.

241

2 — FORME CANONIQUE

Toute fonction polyndme f de degré 2 définie sur R par f(x) = ax? +bx+ c avec a # 0, peut s’écrire sous
la forme :

FX) —a—a+B  avec a:—% et B = f(a).

3% DEMONSTRATION

Soit f une fonction polyndme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax?> 4+ bx + c avec a # 0.
b

Comme a # 0, pour tout réel x, f(x) =a <x2 +—x+ S) .
a a

b\? b b\’
Or pour tout réel x, (x + 2—> =x*4+-x+ (2—> . On en déduit que pour tout réel x,
a a a

+b 2 b2+c
o 2a 4a>  a
+b 22— dac
o 2a 442

n b\? b®—dac
=alx+— | —
2a 4a

_ b b* —4dac . ) 2
Soit en posant o = ~a etf=— 1, on obtient pour tout réel x, f(x) =a(x— )"+ f
EXEMPLE
Cherchons la forme canonique de la fonction f définie sur R par f(x) = —2x* — 3x+ 2.
Pour tout réel x,

[ 3
flx)=—2x ¥+ 7% 1}
([ 3\* 9
=2 2) -
% <x+ 4) 16 ]
3\* 25
p— —2 — [ —
X <x+ 4> 16]
o . 3\* 25
Ainsi, pour tout réel x, f(x) = =2 x+ ) + 3
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I VARIATIONS

Quand on connait la forme canonique d’une fonction polyndéme du second degré, on peut en déduire son
maximum ou son minimum.

3% DEMONSTRATION

Soit f une fonction polyndme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax> + bx+ c avec a # 0, alors pour tout réel

x, f(x) = a(lx— a)* + B avec a = —%.

1. Etudions le cas ot a < 0

Sixj<xm<aaorsx;—a<x;—a<0dou (x — Oc)2 > (X — (x)2. (1a fonction carré est décroissante
sur | — 00;0])
On en déduit que a(x; — &0)* + B < a(xy — &)* + B soit f (x;) < f (x2).

Sio<x; <xpalors 0 <x—o <x;—adou (x;— Oc)2 < (% — (x)z. (la fonction carré est croissante
sur [0; +00])
On en déduit que a(x; — &0)> + B > a(xy — a)> + B soit f (x;) > f (x2).

Ainsi, si @ < 0 la fonction f est strictement croissante sur 1’ intervalle } —00; — 2—] et strictement décroissante
a
2 b
sur ’intervalle | ——; 400
2a

2. Etudions le cas ot a > 0
Sixj<xm<aalorsx; —a<x;—oa<0dou (x —OC)2 > (xz—oc)z.
On en déduit que a(x; — a)* + B > a(xa — &) + B soit f (x1) > f(x2).
Sia<x <xalors 0 <x;— o <x;—adou(x —oc)2 < (xz—oc)z.
On en déduit que a(x; — &0)? + B < a(xy — &)* + B soit f (x;) < f (x2).

Ainsi, si a > 0 la fonction f est strictement décroissante sur I’intervalle } —00; — 2—} et strictement croissante
a

. b
sur I'intervalle | ——;+o0
2a

On retient :

~

/Soit f une fonction polyndme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax® + bx+c avec a # 0.

Les variations de f sont données par les tableaux suivants :
a<0 a>0
X |—00 —ﬁ +00 X |—00 —ﬁ +o0
2a 2a
b
/ (_ E) \ /
LI ~_ |||
b
f (=)

EXEMPLE
. o ) . b1
Soit f la fonction définie sur R par par f(x) = —3x*—2x+1.Icia = —3,b = —2 et c = 1. Ainsi, 5% -3
a
3
A. YaLLOUZ (MATH@ES) 66
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Il COURBE REPRESENTATIVE

Dans un repere orthogonal <O,?,f) du plan, la courbe représentative d’une fonction polyndome f de degré 2

définie sur R par f(x) = ax? 4 bx + ¢ avec a # 0 est une parabole.
On dit que la parabole a pour équation y = ax? + bx + ¢

. b . .
Le sommet S de la parabole a pour abscisse o = 5 Il correspond au maximum ou au minimum sur R de la
a
fonction f.
. : . b
La parabole a pour axe de symétrie la droite d’équation x = %
a
y |
!
(b 'S
()
!
!
!
=z I
/ !
o) H } b X X
| 2a
!
!
!
!
!
!
La parabole est tournée vers le bas La parabole est tournée vers le haut

SYMETRIE DE LA PARABOLE

Pour des raisons de symétrie, I’abscisse & du sommet de la parabole est la moyenne des abscisses x; et x; de
X1 +x2

deux points de la parabole ayant méme ordonnée : &t = 2

EXEMPLE

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = 2x*> — 6x — 5 o1 a, b et ¢ sont trois réels.
Déterminons deux points de la courbe représentative de la fonction f ayant la méme ordonnée.
Cherchons les solutions de I’équation f(x) = —5

2% —6x—5=-52—6x=0
& 2x(x—3)=0

0+3
Soit x = 0 ou x = 3. Par conséquent, le sommet de la parabole a pour abscisse @ = % =15
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IV EQUATIONS, INEQUATIONS
1 — RESOUDRE UNE EQUATION DU SECOND DEGRE

1. Résoudre dans R 1’équation : 3x> —x —2 = 0.

Pour tout réel x,

oYL 2]
6 36 3|

2 2
L’équation admet deux solutions x| = —3 oux; =1.85= {—5; 1}

2. Résoudre dans R I’équation : —2x*> +3x—2 =0.

Pour tout réel x,

3 7

2
7 . .
Or pour tout réel x, <x — —> + — > — donc I’équation n’a pas de solutions. S = &

4 36 7 36
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2 — RESOUDRE UNE INEQUATION DU SECOND DEGRE

2
1. Résoudre dans R I’inéquation : _xz —x+3<0.

Pour tout réel x,
2
X 1 5
—Z—X—F?’ = —Z X [X +4X— 12:|
1
S [(x+2)2—4—12}

4
:—% {(x+2)2—16}
= —41—1 [(x+2+4)(x+2—4)]
= —%(x+6) (x—2)

, 1
Etudions le signe du produit ~2 (x4 6) (x—2) al’aide d’un tableau de signe.

X —00 —6 2 +00
1 —_— [R— —_—
4
x+6 - 0 + +
x—2 — - 0 +
|
1 |
—7 (6) (x=2) - 0 + 0 -
| |
2
L’ensemble S des solutions de 1’inéquation 7 —x+3<0estS=]—00;—6]U[2;4+00].

2
2. Résoudre dans R I’inéquation : % —x+1>0

Pour tout réel x,

1 1
Or pour tout réel x, (x—1)*+1>1 d’ob 3 [(x— 1)+ 1] > 3 donc I’ensemble solution de I’inéquation

2
5—x+12OestS:IR
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EXERCICE 1

On a tracé ci-contre, les courbes représentatives des fonctions f et y V= b

g définies par f(x) = ax’ et g(x) = bx? ol a et b sont deux réels.

Laquelle des quatre propositions suivantes est exacte ? )
y=ax

1.a>0,b>0,a>b;
2.a<0,b<0,a>b;
3.a>0,b>0,a<b;
4. a<0,b<0,a<b.

EXERCICE 2

€r est la courbe représentative de la fonction carré f définie pour tout réel x par f(x) = x2, dans le plan muni
d’un repere orthogonal.

Les paraboles %] a 6, ont une équation de la forme y = ax?

, ou a est un réel.

~<
R

) %,

@)}

N
AN \. . / Pl
N N\ / S
\\ 4 //
~~ \ ) ]
N —
7 6 5 4 B3 =170 &—__ 3 4 ] 6 X
ol e 2 NG ™
v 4 i N\ N
// -2 \\
yd AN

/ / lis \ \
- 6 s
2
1. Quelle est la courbe représentative de la fonction g définie pour tout réel x par g(x) = 7 ?

2. Quelle est la courbe représentative de la fonction & définie pour tout réel x par h(x) = 2x2 ?

3. Déterminer une expression, en fonction de x, de la fonction u dont la courbe représentative est %s.

EXERCICE 3

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = —2x* + 5x+7.

1. Recopier et compléter le tableau des valeurs suivant :

x —2 —1 0 1 2 3 4 5
f(x)

2. Dans le repére ci-dessous, tracer la courbe ¢’ représentative de la fonction f.
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. Par lecture graphique :
a) Quelles sont les solutions de I’équation f(x) =07?
b) Quelles sont les solutions de 1’équation f(x) =47?

¢) Quels sont les antécédents de —5 et de 7?

EXERCICE 4

o T~ g0 | T~

. Parmi les fonctions polyndmes du second degré ci-dessous, quelles sont celles qui ont le méme tableau de
variation que la fonction f? le méme tableau de variation que la fonction g ?
A(x) =x*+3x—2; B(x) = —x*+6x—11; C(x)=x>—6x+7; D(x) = —x* —4x+13;

G(x) = x> —dx+2; H(x) = —-3x>+12x—11.

2

. Déterminer deux fonctions polynéomes du second degré ayant respectivement le méme tableau de variation
que les fonctions f et g.

1 1 5
E(x):—zx2+x; F(x):—x2—3x+§;

EXERCICE 5

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = ax’ 4 bx +c ol a, b et ¢ sont trois réels.
Le tableau de valeurs de la fonction est :

X

-2

—1

f(x)

8

2
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1. L’affirmation « le minimum de la fonction f est égal a —4 » est-elle vraie ?
2. Quel est I'image de 37
3. Résoudre I’équation f(x) =27

EXERCICE 6

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = ax> + bx +c ol a, b et ¢ sont trois réels.
Le tableau de valeurs de la fonction est :

X -2 -1 0 1 2 4
f(x) 8 0 —6 -10 —12 —10

1. Pour quelle valeur du réel x le minimum de la fonction f est-il atteint ?
2. Résoudre I’équation f(x) =07?

3. Déterminer le minimum de la fonction f.

EXERCICE 7 C

Sur la figure ci-contre, AB = 6, M est un point du segment [AB]
différent de A et B et les triangles AMD et MBC sont rectangles
isoceles. D
On cherche a déterminer la distance AM telle que I’aire du triangle

MCD soit maximale.

On pose AM = x et on note f(x) I’aire du triangle MCD

A X M B

1. Exprimer en fonction de x les aires des triangles AMD et MBC. En déduire que f(x) = —x* + 6x
2. Donner le tableau des variations de la fonction f.

3. En déduire la valeur de x telle que I’aire du triangle MCD soit maximale. Quel est alors I’aire maximale du
du triangle MCD?

EXERCICE 8 D ¢

ABCD est un rectangle de périmetre 32.
Quelle est I’aire maximale du rectangle ABCD ?

A x B

EXERCICE 9

C
ABC est un triangle rectangle isocele tel que AB = 10. I est le milieu du
segment [AC]. ,
Ou faut-il placer le point M sur le segment [AB] pour que I’aire du trapeze N
AMNI soit maximale ?

A M B

EXERCICE 10

M est un point du segment [AB] de longueur 12.
A quelle distance du point A faut-il placer le point M pour que la somme
des aires des carrés de cotés respectifs [AM] et [MB] soit minimale ?
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EXERCICE 11
1. Résoudre dans R les équations suivantes : 2. Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a) 2 =x+1. a) x> —5x+6<0.
2t 3¢ b) —22+3x<5
4 4 9
2
¢) 2% —5x+3=0 ©) 3 +3x>7
2 2
x> x 1 X
d =—+=+-=0 —1>=
) 3 + "6 d x—12> 3
EXERCICE 12

La parabole ¢ est la courbe représentative de la fonction f définie sur R par f(x) = —x? 4+ 3x+17.

Y
0

e <}

Ny

Dessiner I’axe de symétrie de la parabole ¢7.
Calculer les coordonnées du point S sommet de la parabole €.

Résoudre graphiquement 1’inéquation f(x) > —3.

e

Soit g la fonction affine définie par g(x) =2x—5.

a) Tracer la droite D représentative de la fonction g.

b) Par lecture graphique, en déduire les solutions de I’équation —x>+x+ 12 =0

5. a) Avec la précision permise par le graphique, quelles semblent étre les solutions de I’équation f(x) =07?
b) Calculer les coordonnées des points d’intersection de la parabole ¢ avec I’axe des abscisses.
¢) Que peut-on conclure ?

6. Résoudre dans R I’inéquation f(x) < 0.
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EXERCICE 13

f est une fonction polyndme du second degré telle que sa courbe représentative est une parabole de sommet

3 25

S (5; _I> passant par le point A(1; —6).
1. Donner le tableau des variations de f.
2. Résoudre dans R I’inéquation f(x) < 0.

EXERCICE 14

Soit f la fonction définie sur pour tout réel x par f(x) = 2x*> —4x — 1. La courbe représentative de la fonction
f, notée Cy, est tracée ci-dessous dans le plan muni d’un repere orthogonal.

1. a) Le point A (—1;5) appartient-il a la courbe Cy ?
b) Donner le tableau des variations de la fonction f.
¢) La proposition « Si 0 < x < 3 alors f(0) < f(x) < f(3) » est-elle vraie ou fausse ?
2. Soit g la fonction affine telle que g(—1) = 8 et g(3) = —4.
a) Déterminer I’expression de g en fonction de x.
b) Tracer la courbe D représentative de la fonction g dans le repere orthogonal donné ci-dessous.

1\? 4
3. a) Montrer que pour tout réel x, f(x) — g(x) =2 x [( _Z> —%

b) Etudier le signe de f(x) — g(x).

¢) En déduire les positions relatives de la parabole Cy et de la droite D.

\ Y / ¢
\ /

/
=
jan)

~

1
oo
T~

[«)}

e
S
~N
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I INTRODUCTION

Dans le plan muni d’un repere (O,?,f) , on cherche a établir une relation entre les coordonnées (x;y) des points
du plan appartenant a une droite Z.

EXEMPLE 1

Dans le plan muni d’un repere <O,7,f) on considere les points A (—2;3) et B(1;—2).

M (x;y) est un point de la droite (AB) si, et seulement si, les vecteurs AB <_§> et AM ( i_ g) sont colinéaires.
Soit :
€(AB) <= 3(y—-3)— (-5 (x+2)=0
< 3y—9+5x+10=0
<+ 3y+5x+1=0
5 1

= y=—x— =
Y=T3 T3

L’équation 3y + Sx+ 1 = 0 est une équation cartésienne de la droite (AB).

5
L’équation y = —Rr g est I’équation réduite de la droite (AB).

5 1
La droite (AB) est la courbe représentative d’une fonction affine f définie pour tout réel x par f(x) = 33
EXEMPLE 2

Dans le plan muni d’un repere <O;?, ]) on considere les points A (—3; — —3;4).

) et
M (x;y) est un point de la droite (AB) si, et seulement si, les vecteurs A < ) et AM < > sont colinéaires.
Soit :

€(AB) <= O0x(y+1)—=5(x+3)=0
<—— —5x—15=0
<— x=-3

L’équation —5x — 15 = 0 est une équation cartésienne de la droite (AB).
L’équation x = 3 est I’équation réduite de la droite (AB).
La droite (AB) est parallele a I’axe des ordonnées, ce n’est pas la courbe représentative d’une fonction.

Il EQUATIONS D’UNE DROITE

1 - PROPRIETE

Sment A et B deux points distincts du plan. M est un point de la droite (AB) si, et seulement si, les vecteurs
AB et AM sont colinéaires.

2 — EQUATION REDUITE D’UNE DROITE

THEOREME

Dans le plan muni d’un repére (O,?,f) , toute droite Z a une équation soit de la forme x = ¢ soit de la forme
y=mx+p

# DEMONSTRATION
Soit A (x45y4) et B (xp;yg) deux points distincts du plan.
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La droite (AB) est I’ensemble des points M(x;y) du plan tels que les vecteurs AB GB _;A> et AM (;_§A>
B — YA — YA
sont colinéaires. Soit :
M € (AB) <= (xg—xa) (y=ya) = (y5—ya) (x=x4) =0
< (xg—x4) (y—ya) = (yp —ya) (x —xa) (1)

— Si la droite (AB) est parallele a I’axe des ordonnées :

les points A et B ont la méme abscisse x4 = xp = ¢ d’oll, xp — x4 = 0. L’équation (1) s’écrit alors :

(yp—ya)(x—¢c)=0 <= x=c¢

— Si la droite (AB) n’est pas parallele a I’axe des ordonnées :

les points A et B n’ont pas la méme abscisse d’ou, xg — x4 # 0. L’équation (1) s’écrit alors :

_YB—)A

YB— YA
(y—ya) = (x—xa) == y="—"(x—xa) +ya
XB — XA XB — XA
: YB— YA . " .
Soit en posant m = , la droite (AB) a une équation de la forme y = mx+ p.
XB — XA

THEOREME RECIPROQUE

L’ensemble des points M(x;y) du plan vérifiant I’équation x = ¢ est une droite parallele a ’axe des
ordonnées.

L’ensemble des points M (x;y) du plan vérifiant I’équation y = mx + p est une droite coupant ’axe des
ordonnées au point P de coordonnées (0; p).

3 DEMONSTRATION

— Le cas de I’équation x = ¢ est trivial : I’équation x = ¢ caractérise |’ensemble des points du plan qui ont la
méme abscisse.

— Cas de I’équation y = mx+ p
A(0;p) et B(1;m+ p) sont deux points distincts de 1’ensemble des points du plan dont les coordonnées
vérifient 1’équation y = mx+ p.

Pour tout point M (x;mx+ p), le vecteur AM a pour coordonnées AM <x —0 > soit AM < x> .
mx+p-—p mx

— /1 — : .
Les vecteurs AB (m) et AM (mi) sont colinéaires par conséquent, M est un point de la droite (AB).

REMARQUES

1. Soit Z la droite d’équation y = mx+ p :

y

m

0 i YB—YA
m=—-—
XB — XA
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— Le nombre réel m est le coefficient directeur de la droite 2 ;

— Le nombre réel p est I’ordonnée a 1’origine de la droite Z;

1 ) .
— Le vecteur & <m> est un vecteur directeur de la droite .

2. Soit Z la droite d’équation x = ¢ :

— Ladroite & n’a pas de coefficient directeur;

— 7 (?) est un vecteur directeur de la droite Z.

3 — DETERMINER UNE EQUATION DE DROITE

Equation de la droite passant par deux points A (x4;v4) et B (xz;yg).

1.

Premieére méthode

—> — !
Soit M(x;y) un point de la droite (AB). On calcule les coordonnées des vecteurs AB <§> et AM Gﬁ,) ; on

écrit alors la condition de colinéarité
XY -XY=0

EXEMPLE

1
Déterminer une équation de la droite & passant par les points A(—2;4) et B (1; —§>

3
. . . . v — 2
M (x;y) est un point de la droite (AB) si, et seulement si, les vecteurs AB( 9) et AM @j 4> sont
2

colinéaires. Soit
9 9
3(y—4)—|—§(x—|—2):0 <— 3y—12+§x—|—9:0

3

3
Ainsi, la droite (AB) a pour équation y = —5% +1.

. Seconde méthode

On distingue deux cas :

a) Les points A et B ont la méme abscisse, x4 = xg = c alors la droite (AB) est parallele a 1’axe des ordonnées
et a pour équation x = c.

b) Les points A et B n’ont pas la méme abscisse, x4 7 x5.

YB — YA

XB — XA

On calcule le coefficient directeur m = puis, on on détermine 1’ordonnée a 1’origine a 1’aide des

coordonnées du point A :
y=m(x—xa)+ya
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EXEMPLE

1 4
Déterminer une équation de la droite & passant par les points A(3;1) et B (— 5; —§> .

Les points A et B n’ont pas la méme abscisse donc la droite 2 admet une équation de la forme y = mx+ p

avec
4 7
3! 73 2
STl T
2 2

2
La droite & a pour équation y = §x+ p. Comme le point A(3; 1) appartient a la droite &, ses coordonnées

vérifient I’équation de la droite d’ou

2
. : L 2
Ainsi, la droite & a pour équation y = §x+1.

Il DROITES PARALLELES, DROITES SECANTES

1 — DROITES PARALLELES

Dans le plan muni d’un repére (O;?,f), la droite & d’équation y = mx+ p et la droite &’ d’équation

y = m'x+ p’ sont parallgles si, et seulement si, m = m’.

3% DEMONSTRATION

. 1 . . = (1 . .
Soit @ <m> un vecteur directeur de la droite & et u’ (m,> un vecteur directeur de la droite 2’ :

-

(1 1 o
9/ 9 <~ U <m> et u' <m,> sont colinéaires <= 1 xm' — 1 xm=0 <= m=m'

REMARQUE

Les droites d’équations x = ¢ et x = ¢’ étant paralleles a I’axe des ordonnées, sont paralleles.

2 — COORDONNEES DU POINT D’INTERSECTION DE DEUX DROITES SECANTES

Dans le plan muni d’un repere <O;?,]_">, on considere la droite 2 d’équation y = mx + p et la droite 2’ dont

I’équation est soit y = m'x + p’ avec m # m’ soit x = c.

Déterminer les coordonnées (x4;y4) du point d’intersection A de deux droites sécantes c’est résoudre un

systeme d’équations linéaires, formé des équations de chacune des deux droites :

@/ Y y _@/

~-l
T
I
I
I
I
I
I

O =

y=mx—+p ou XxX=c
y=m'x+p y=mx+p
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EXEMPLE

: . . . 2 5
Soient Z et 2’ deux droites d’équations respectives y = —gx—i- Jety= gx ~1

2 5
Le coefficient directeur de la droite Z est égal a — 3 et celui de la droite 2’ est égal a 6

Les droites 2 et 2’ ont des coefficients directeurs différents donc les deux droites sont sécantes.

Les coordonnées (x4;y4) du point d’intersection A des deux droites correspondent au couple solution du
systeme :

y=—§x+3 y:—§x+3
57 3 — 2+3 5 3
=—Xx—- —=X =—Xx—-
YT 4 3 6" 4
y:—§x+3
= 3 15
—_—— = ——
2 4
B 2X5+3 4
e 7T 3 27773
5
X= =
2

. . . . . 54
Le point d’intersection des droites & et 2’ a pour coordonnées <§; §>

IV SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES

1 — DEFINITION

Un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues x et y est la donnée de deux équations de la forme
ax+by=c

) } , »ola,b,c, a', b’ et ¢ sont des réels donnés.
ax+by=c

Résoudre un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues x et y c’est trouver tous les couples (x;y)
vérifiant les deux équations.

EXEMPLE

3x—2y = —4

Résoudre le systeme { 2etby — |

{3x—2y:—4‘L1 {3x—2y:—4‘L1

2x+6y=1 L 1lx=—11 3XLi+Ly — Lo
3x—2y=-4
<~ { * Y
x=-1
x=—1
= 1
=3
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EXERCICE 1

Par lecture graphique, déterminer une équation réduite chacune des six droites.

A\, y
N\
N ! 1
N\
AN
J
N\
N
\ N
N
1 7
\ N
\
-5 - -3 2 [ -1 10 ) 4 N | Y
N
L \\
Y6 Ln //
// _Zg
L, 1 \\
L
" ,
— r \\
A1 < jz

EXERCICE 2

Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation de la droite Z.
1. La droite Z a pour coefficient directeur 1,5 et passe par le point A(—4;1).

2. Ladroite Z a pour ordonnée a I’origine —1,5 et passe par le point A(1;—2).

3. La droite Z a pour vecteur directeur i <_§> et passe par le point B(—1;—2).
4. Ladroite Z passe par les points A(2;—1) et B(—1;0).

5. La droite & passe par les points A(—5;—1) et B(—5;5).

6
6. La droite & passe par le point A(—2,5;—2) et est parallele a la droite d d’équation y = —§x+ 1.

EXERCICE 3

Dans le plan muni d’un repere orthonormé (O,?,j) on considere la droite & d’équation y = —3x+2 et le point
A(=5;7).
On veut déterminer la distance d du point A a la droite Z.

1. a) Soit M(x;y) un point de la droite 2. Exprimer AM? en fonction de x.
b) Calculer la valeur de x pour laquelle la distance AM? est minimale.
En déduire la distance d du point A a la droite Z.

2. Donner les coordonnées du point M pour lesquelles la distance AM est minimale.

EXERCICE 4
Dans le plan muni d’un repére <O;?,f), on donne les points A(—3;—1), B(3;3) et C(—5;7).
1. Déterminer une équation de la médiane (AM).

2. Calculer les coordonnées du point G centre de gravité du triangle ABC.

EXERCICE 5
Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O;?,f), on donne les points A(—3;4), B(6;1) et C(—3;—2).

A. YALLOUZ (MATH@ES) 81


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY
Année 2016-2017 DROITES DANS LE PLAN

1. On note d la médiatrice du segment [BC]
a) Soit M(x;y) un point de la droite d. Exprimer MB? et MC? en fonction de x et y.
b) Déterminer une équation de la médiatrice d du segment [BC].

2. Déterminer une équation de la médiatrice A du segment [AC].

3. Calculer les coordonnées du point € centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

EXERCICE 6
Dans le plan muni d’un repere orthonormé (O;Zf), on donne les points A(6;5), B(—1;6) et C(2;—3).

1. a) Déterminer une équation de la médiatrice d du segment [BC].
b) En déduire une équation de la hauteur (AK) du triangle ABC.
2. Déterminer une équation de la hauteur BL du triangle ABC.

3. Calculer les coordonnées du point H orthocentre du triangle ABC.

EXERCICE 7
Soit <O,?,f) un repere orthonormé du plan.

1. On considere la droite & passant par le point E (4; —2) et admettant pour coefficient directeur (—2)
a) Déterminer une équation de la droite Z.
b) Le point F (2;—1) est-il un point de la droite & ?
2. On considere les points A (—4;9) et B(2;12)
a) Déterminer une équation de la droite (AB).
b) Les droites (AB) et Z sont elles paralleles ?

= —2x+6
= 0,5x+11

4. On admettra maintenant que les droites (AB) et & sont sécantes en H(—2: 10).

3. Résoudre le systeme S : { i . Interpréter graphiquement le résultat.

Démontrer que le triangle BHE est rectangle en H.

EXERCICE 8
Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O;?,f), placer les points A(—5;3), B(3;7) et C(—2;—38).
La figure sera complétée au fur et & mesure des questions.
1. Centre du cercle circonscrit au triangle ABC.
a) Soit M(x;y) un point de la droite 2 médiatrice du segment [AB].
i. Exprimer MA? et MB? en fonction de x et y.

ii. En déduire une équation de la médiatrice & du segment [AB].

2nde 3

1 1 -3
b) La médiatrice d du segment [BC] a pour équation y = ——x— 3 Tracer la droite d dans le repére <O; i j) .

3
c¢) Calculer les coordonnées du point Q centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

2. Orthocentre du triangle ABC.
a) Déterminer une équation de la hauteur (AA’) du triangle ABC.
b) Déterminer une équation de la hauteur (CC’) du triangle ABC.
c¢) Calculer les coordonnées du point H orthocentre du triangle ABC.
3. a) Calculer les coordonnées du point G tel que 306 = QH.
b) Soit I le milieu du segment [AB]. Le point G appartient-il a la médiane (CI)?
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EXERCICE 9

ABC est un triangle. Les points A’, B’ et C’ sont définis par : A'C = 6A’'B; B'A = §B’C etC'B = _EC/A'

1. Sur la figure ci-dessus, placer les points A, B’ et C'.
2. On se place dans le repere <A;K§,KE).
a) Déterminer les coordonnées des points A, B et C ainsi que celles des points A’, B’ et C'.

b) Déterminer une équation des droites (BB') et (CC").
En déduire les coordonnées du point K, intersection des droites (BB') et (CC’)

¢) Les droites (AA’), (BB') et (CC’) sont-elles concourantes ?

EXERCICE 10

Un capital de 10 000 € a perdu 6% de sa valeur au bout d’un an.

Ce capital avait été placé de la maniere suivante :

— une partie x a été placée sur un compte d’épargne qui rapporte 5% d’intéréts par an;

— le reste du capital noté y a été placé en bourse. Un an plus tard, le portefeuille boursier a perdu 20% de sa
valeur.

Calculer le montant en euros de chacune des deux sommes x et y.

EXERCICE 11

Un assembleur commande deux types de composants électroniques.
— Le composant A est vendu par lot de 30 au prix de 2 550 € le lot.
— Le composant B est vendu par lot de 40 au prix de 1400 € le lot.

L’assembleur a commandé au total 720 composants pour un montant global de 37 200 €, déterminer le nombre
de lots de chacun des composants.

EXERCICE 12

Soit &2 la parabole d’équation y = ax® + bx +c.

La parabole & passe par le point A (0;—3) et coupe la droite d d’équation y = —2x+ 3 en deux points
d’abscisses respectives —1 et 2.

Déterminer 1’équation de la parabole &.
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Les premieres études statistiques étaient des recensements démographiques : on en a conservé le vocabulaire.
Population : C’est I’ensemble sur lequel porte I’étude statistique.
Individu : C’est un élément de la population.

Caractere : C’est I’aspect que 1’on observe sur les individus. Un caractere permet de déterminer une
partition de la population selon ses diverses valeurs (par exemple le genre est un caractere a deux modalités :
masculin ou féminin).

Lorsque les différentes valeurs d’un caracteére sont des nombres, le caractere est gquantitatif. Dans le cas
contraire, le caractere est qualitatif.

| EFFECTIFS - FREQUENCES

1 — EFFECTIFS ET FREQUENCES

L effectif d’une valeur du caracteére étudié est le nombre d’individus de la population ayant cette valeur.
La fréquence d’une valeur est le quotient de I’effectif de cette valeur par I’effectif total de la population. (
la fréquence peut €tre exprimée en pourcentage )

effectif de la valeur

f & =
cquence effectif total

2 — EFFECTIFS CUMULES ET FREQUENCES CUMULEES

On étudie un caractere quantitatif dans une population.
— Les différentes valeurs x; du caractére quantitatif constituent une série statistique notée (x;).

— On note n; I’effectif de la valeur x;.

L effectif cumulé croissant de la valeur x; est la somme des effectifs de toutes les valeurs inférieures ou
égales a x;.

La fréquence cumulée croissante de la valeur x; est la somme des fréquences de toutes les valeurs inférieures
ou égales a x;.

EXEMPLE

Dans un service de maintenance, on a répertorié le nombre d’interventions par jour sur un mois. On a obtenu la
distribution suivante :

Nombre d’interventions x; 3 5 6 7 8 9
Nombre de jours n; 2 4 9 6 3 1

Le nombre total de journées d’intervention est 2+449+6+3 41 =25. Les fréquences des différentes valeurs
du nombre d’intervention sont :

Nombre d’interventions x; 3 5 6 7 8 9
Nombre de jours n; 2 4 9 6 3 1
Fréquence f; = ;—5 0,08 | 0,16 | 036 | 024 | 0,12 | 0,04

Le tableau suivant donne les effectifs cumulés croissants ainsi que les fréquences cumulées croissantes :

Nombre d’interventions x; 3 5 6 7 8

Nombre de jours n; 2 4 9 6 3 1

Effectif cumulé 2 6 15 21 24 25
Fréquence cumulée 0,08 0,24 0,6 0,84 0,96 1

A. YALLOUZ (MATH@ES) 85


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY
Année 2016-2017 STATISTIQUES onde 3

Il CARACTERISTIQUES D’UNE SERIE STATISTIQUE

1 — CARACTERISTIQUES DE POSITION

LA MOYENNE
On considere la série statistique donnée par le tableau ci-contre. Valeur x; X1 X3 | Xp
Onnote N = ny +ny + - -- +n, Ieffectif total Effectif n; | n; np | - | on,

La moyenne d’une série statistique est le quotient noté X de la somme de toutes les valeurs de cette série

par I’effectif total.
nixy +nyxy + -+ npxp

N

.Y:

REMARQUE
. n; . —

Soit f; = N la fréquence de la valeur x; alors, la moyenne X = fix1 + foxo +--- + fpx),.

EXEMPLE

Avec la série statistique précédente :

Nombre d’interventions x; 3 5 6 7 8 9
Nombre de jours n; 2 4 9 6 3 1
Fréquence f; 0,08 0,16 0,36 0,24 0,12 0,04

Le nombre moyen d’interventions par jour est :

2x3+4x5+9x6+6x7+3x8+1x9_
25 N

X= 6,2
ou en utilisant les fréquences :

¥=0,08%x3+0,16x5+0,36x6+0,24x7+0,12x8+0,04x9 =62

LA MOYENNE

La médiane d’une série statistique est une valeur telle qu’il y ait autant d’observations ayant une valeur
supérieure a la médiane que d’observations ayant une valeur inférieure a la médiane.

La médiane d’une série statistique de N valeurs rangées par ordre croissant est le nombre M, défini par :
— si ’effectif N est impair, la médiane M, est la valeur centrale du caractere c’est a dire la valeur de rang

1
N% de la série ordonnée.

— si ’effectif N est pair, la médiane M, est la demi-somme des deux valeurs centrales du caractere c’est a

N N
dire la moyenne des valeurs de rangs — et — + 1 de la série ordonnée.
N 22 y,

EXEMPLE

Dans la série précédente, I’effectif total N = 25 donc la médiane est la valeur du caractere de rang 13 soit
Me =6.
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LES QUANTILES

1. LES QUARTILES

Les quartiles au nombre de trois Q;, O, et O3 partagent ’ensemble étudié de N éléments préalablement
classés par valeurs croissantes, en quatre sous ensembles.

— Le premier quartile noté Q; est la plus petite valeur de la série statistique telle qu’au moins 25 % des
valeurs de la série sont inférieures ou égales a Q.

— Le troisieme quartile noté Q3 est la plus petite valeur de la série statistique telle qu’au moins 75 %
des valeurs de la série sont inférieures ou égales a Q3.

Au moins 50% des valeurs Au moins 50% des valeurs
A N
r Y4 N
M,
Xmin | } } Q= | Xmax
1 3
N g
g
Au moins 25% des valeurs
. J

Au moins 75% des valeurs

2. LES DECILES

Les déciles au nombre de neuf Dy, D», ..., Dg partagent ’ensemble étudié de N éléments préalablement
classés par valeurs croissantes, en dix sous ensembles.

— Le premier décile noté Dy est la plus petite valeur de la série statistique telle qu’au moins 10 % des
valeurs de la série sont inférieures ou égales a D;.

— Le neuvieme décile noté Dy est la plus petite valeur de la série statistique telle qu’au moins 90 %
des valeurs de la série sont inférieures ou égales a Dq.

REMARQUE
Le deuxieme quartile O, et le cinquieéme décile Ds sont égaux a la médiane.

VOCABULAIRE

La moyenne, la médiane, les quantiles sont appelés caractéristiques de position d’une série statistique.

2 — CARACTERISTIQUES DE DISPERSION

— Létendue est la différence entre la plus grande et la plus petite valeur d’une série statistique.
— L écart interquartile est égal a la différence entre le troisieme et le premier quartiles.

— L’écart interdécile est égal a la différence entre le neuvieme et le premier déciles.

3 — BOITES A MOUSTACHES

La représentation graphique de la dispersion d’une série statistique se fait a I’aide de graphiques appelés « boite
a moustaches » ou « box-plot ».

Pour une catégorie donnée, on construit, en face d’un axe permettant de repérer les quantiles de la variable
étudiée, un rectangle dont la longueur est égale a I’intervalle interquartile, la médiane est représentée par un
trait. On ajoute alors des segments aux extrémités menant jusqu’aux valeurs extrémes, ou jusqu’aux premier et
neuvieme déciles.
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EXEMPLE

Le tableau suivant donne la distribution du revenu salarial par secteur d’activité en France en 2014 . (Source
INSEE)

Dl Q1 Médiane Q3 D9
Secteur privé 2218 8570 17520 25377 37234
Secteur public 4716 15744 21221 27996 36797
——- I —— | Secteur privé
— ——]  Secteur public

5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000

Il TEST STATISTIQUE

On considere une population d’effectif N, tres grand, dans laquelle on connait la proportion p des individus
présentant un certain caractere.

1 — ECHANTILLONNAGE

ECHANTILLON

Une urne contient des boules blanches et des boules noires en proportion p.

On tire au hasard une boule dans 1’urne, on note sa couleur, puis on la replace dans le sac.

En répétant n fois ce procédé, on constitue un échantillon aléatoire de taille n de la population des boules de
I’urne.

Un échantillon de taille n est constitué de n éléments pris au hasard dans la population dont I’effectif N est
suffisamment grand par rapport a I’effectif n de 1’échantillon pour considérer que le tirage des éléments de
I’échantillon s’effectue avec remise.

FLUCTUATION D’ECHANTILLONNAGE

Si on préleve plusieurs échantillons d’effectif n, ou n > 30, dans la méme population, on constate que la
fréquence du caractere observé fluctue autour de la proportion p du caractere. Ce phénomene dii au hasard
dans la constitution des échantillons est appelé fluctuation d’échantillonnage.

2 — INTERVALLE DE FLUCTUATION

On préleve un échantillon dans la population et on note f la fréquence d’apparition du caractere observé dans
cet échantillon.

INTERVALLE DE FLUCTUATION AU SEUIL DE 95%

Un intervalle de fluctuation de la fréquence f au seuil de 95% relatif aux échantillons de taille n est un
intervalle / tel que, pour au moins 95% de 1’ensemble des échantillons possibles, la fréquence observée
appartient a I.
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PROPRIETE

Pour une proportion p comprise entre 0,2 et 0,8, et des échantillons de taille n > 25, I’intervalle

[" f"’*f

est un intervalle de fluctuation au seuil de 95% de la fréquence f observée.

PRISE DE DECISION

Selon la situation étudiée, I’intervalle de fluctuation au seuil de 95% peut permettre :

— de décider si I’échantillon est représentatif de I’ensemble de la population;;

— d’accepter ou pas I’hypothese que la proportion d’individus présentant le caractere étudié est égale a p.

EXEMPLE

En premiere partie de soirée une nouvelle série a attiré prés de 5,7 millions de téléspectateurs soit 28% de part
d’audience.

Pour estimer le degré de satisfaction de cette série aupres du public, on réalise une enquéte aupres de 300
personnes. On constate que 96 personnes sur les 300 personnes interrogées ont regardé cette série.

Ce sondage remet-il en question la part d’audience de 28% de cette série ?

1. La fréquence observée de la part d’audience de la série dans 1’échantillon de taille 300 est :

96

= — = 2
f 300 03

2. On aici p = 0,28 et n = 300. Un intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de la part d’audience de la série
dans les échantillons de taille 300 est :

1
0,28 — 28+ ——
\/ v300

Soit avec des valeurs approchées a4 1072 prés des bornes de I’intervalle, un intervalle de fluctuation au seuil
de 95 % de la part d’audience de la série est I = [0,22;0,34]
3. Comme f = 0,32 appartient a Iintervalle de fluctuation I = [0,22;0,34], on accepte I’hypothese selon

laquelle la part d’audience de la série est de 28%.
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EXERCICE 1

Pour les trois séries statistiques ci dessous, la médiane est égale a 10. Compléter le tableau ci-dessous par des
données pour chacune des séries sachant que :

— La moyenne de la série 1 est égale a 10.
— La moyenne de la série 2 est la plus petite possible.

— La moyenne de la série 3 est la plus grande possible.

indice i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Série 1 5 18

Série 2 5 18

Série 3 5 18
EXERCICE 2

1. a) Compléter le tableau ci-dessous qui donne la distribution des salaires mensuels bruts des 50 salariés
d’une entreprise.

Salaires en euros 1200 1400 1900 2400 2700 3500 4500
Effectifs 10 12 10 8 5 3 2
Fréquences cumulées

croissantes

b) Représenter la courbe des fréquences cumulées croissantes.

Fréquence |cumulée croissante

1.0

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0.4

0,3

0,2

0,1

Salaire (en eur

0s)

0
1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 4400

2. Calculer le montant du salaire mensuel brut moyen.
3. Donner le montant du salaire mensuel brut médian.
4. Calculer le pourcentage de la masse salariale totale percue par les 10% des salariés les mieux rémunérés.
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EXERCICE 3

Dans une entreprise, il y a 28 cadres et 92 ouvriers. Le salaire moyen des cadres est de 3 120 € et celui des
ouvriers est de 1260 €.

1. Calculer le salaire moyen de I’ensemble des salariés de cette entreprise.

2. a) Quelest le pourcentage d’augmentation du salaire moyen si on verse une prime de 35 € a chaque salarié ?

b) On augmente le salaire de chaque cadre de 1,5 % et celui de chaque ouvrier de 4,5 %.

Le salaire moyen dans I’entreprise a-t-il augmenté de 3% ?

EXERCICE 4

Un concours est organisé dans deux centres d’examens. Dans le premier centre, les gar¢ons ont obtenu 13 de
moyenne et les filles 12 de moyenne. Dans le second centre, les gar¢cons ont obtenu 9 de moyenne et les filles 8
de moyenne.

Le président du jury en déduit que les garcons ont eu de meilleurs résultats que les filles Est-ce si siir ?
Sachant qu’il y avait 58 garcons et 104 filles dans le premier centre, et 87 garcons et 32 filles dans le second
centre, calculer la moyenne générale des garcons puis celle des filles. Conclure.

EXERCICE 5

Le graphique suivant donne la distribution des salaires mensuels nets, en euros, en France en 2012 selon le
sexe. (Source INSEE)

3788
Hommes
Femmes 2965
23840
2340 2305
2046 1976
1693 1838 1747
1530 1582
1393 1349 1456
1248
1238 1136
} 1 1 1 1 1 1 1 1 1
D, Dy D3 Dy Ds Dg D7 Dg Dy
Déciles

1. a) Donner le salaire net médian des salariés hommes et des salariées femmes.

b) Recopier et compléter la phrase :

«En 2012, ... des salariées femmes touchaient un salaire net ...a 2 965 euros ».
¢) Donner une interprétation du nombre 1 238.

2. Le montant en euros du premier quartile est de 1449 euros pour les salariés hommes et de 1294 euros pour
les salariées femmes. Le troisieme quartile est de 2 563 euros pour les hommes et de 2 127 euros pour les
femmes.

La distribution des salaires mensuels nets des femmes est représentée ci-dessous. Sur le méme graphique,
représenter la distribution des salaires nets des hommes.

A. YALLOUZ (MATH@ES) 91


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY
Année 2016-2017 STATISTIQUES onde 3

1000 2000 3000 4000 5000

3. Le tableau ci-dessous concerne le salaire mensuel net en euros en France en 2012.

Salaires nets (en €) Effectifs (en %)
Cadres 4130 17,1
Professions intermédiaires 2343 20,8
Employés 1507 29,8
Ouvriers 1583 32,3
Hommes 2339
Femmes 1 890

a) Vérifier qu’en 2012, le salaire mensuel moyen, arrondi a I’euro pres, pour I’ensemble des salariés était
de 2 154 euros nets.

b) Apres avoir effectué les calculs nécessaires, recopier et compléter la phrase suivante :

« En 2012, une salariée gagne en moyenne ... % de moins que son homologue masculin (de ... % de
moins pour le 1¢ décile a ... % de moins pour le 9° décile). »

c) Calculer le pourcentage de femmes parmi les salariés.

4. De quel pourcentage, le salaire net médian est-il inférieur au salaire net moyen ?

EXERCICE 6

Le tableau suivant donne le montant des salaires annuels exprimés en milliers d’euros d’une petite entreprise.

Salaires 16 18 20 25 30 40
Nombre de salariés 6 9 10 8 5 2

1. Déterminer la médiane, le premier et le troisieme quartiles. Interpréter ces résultats et les traduire a I’aide
d’un diagramme en boite.

2. Calculer le montant en euros du salaire moyen annuel de cette entreprise.

3. Soit § la fonction définie sur R par :
S(x)=6(16—x)*+9(18 —x)* +10(20 —x)* +8 (25 —x)* +5 (30 — x)* +2 (40 — x)*

a) Vérifier que S(x) = 40x*> — 1776x 421152

b) Déterminer le sens de variations de la fonction S et en déduire sa valeur minimale.

EXERCICE 7

Le directeur commercial affirme que 80 % des consommateurs sont satisfaits de la qualité des produits commercialisés
par son entreprise. On réalise une étude de satisfaction sur un échantillon de 120 personnes. Parmi les personnes
interrogées, 87 déclarent étre satisfaites des produits.

Déterminer, en justifiant, si I’on doit remettre en question 1’affirmation du directeur commercial.
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I VOCABULAIRE ET NOTATIONS

1 — EXPERIENCE ALEATOIRE

— Une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat est soumis au hasard.

— L’ensemble de tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire est I'univers associé a cette
expérience aléatoire. On le note Q.

— Chacun des résultats de cette expérience aléatoire est une éventualité ou un évenement élémentaire.

Remarques :

1. Le résultat d’une expérience aléatoire est défini par I’expérimentateur.
On lance un dé cubique :

— Si on s’intéresse au chiffre inscrit sur la face supérieure, un événement élémentaire sera I’un des des
chiffres 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. L’univers associé a cette expérience est Q = {1,2,3,4,5,6}

— Par contre, si on s’intéresse a la parité du chiffre inscrit sur la face supérieure, un événement élémentaire
sera « pair » ou « impair ». L’univers associé a cette expérience est Q = {pair,impair }
2. L’univers Q n’est pas toujours un ensemble fini .

On lance une piece de monnaie jusqu’a obtenir « face » un résultat est un mot de longueur finie ou infinie
formé avec les deux lettres P pour « pile » et F pour « face ». Par exemple, le résultat PPPF signifie qu’on a
lancé quatre fois la piece, les trois premiers lancers ont donné « pile » et le quatrieme « face ».
Q est I’ensemble des mots de la forme P---PF, k € IN et du mot de longueur infinie formé avec la lettre P.

k fois

2 — EVENEMENT

Un évenement associé a une expérience aléatoire est une partie de I’'univers € constituée de 1’ensemble
des événements élémentaires de Q pour lesquels on sait si une propriété est vérifiée ou non a I’issue de
I’expérience aléatoire.

— L’évenement certain est noté Q, il est toujours réalisé.

— L’évenement impossible est noté &, il ne se réalise jamais.

EXEMPLE
Dans le cas d’un lancer de dé cubique, les phrases « le résultat est un multiple de 3 », « le résultat est 6 » et « le
résultat est 7 » définissent trois éveénements.

3 — OPERATIONS SUR LES EVENEMENTS

~

Soit Q I"univers associé a une expérience aléatoire, A et B deux événements

— L’événement « A ne s’est pas réalisé » est I'événement contraire de A noté A.
— L’évenement « au moins un des événements A ou B s’est réalisé » est I’évenement « A ou B » noté A UB.
— L’éveénement « les évenements A et B se sont réalisés » est I’événement « A et B » noté AN B.

— Deux éveénements qui ne peuvent pas étre réalisés en méme temps sont incompatibles.
OnaalorsANB=g.
Les événements A et A sont incompatibles.

-
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I PROBABILITE

1 — LOI DE PROBABILITE

~

Q désigne un univers de n éventualités {ej,ez,...,e,}.
Définir une loi de probabilité p sur Q, c’est associer, a chaque évenement élémentaire e; un nombre réel
p(e;) = p;delintervalle [0;1], tel que :

-

ple)=pi+pr+-+p,=1
i=1
o /

2 — PROBABILITE D’UN EVENEMENT

Soit Q un univers fini sur lequel est définie une loi de probabilité.
La probabilité d’un événement A, est le réel noté p(A) tel que :

— p(A) € [0:1]

— p(A) est la somme des probabilités des évenements élémentaires qui le constituent.

3 — PROPRIETES

Soit © un univers fini sur lequel est définie une loi de probabilité. A

1. La probabilité de I’évenement certain est égale a 1. p (Q) = 1.

2. SiA et B sont deux éveénements incompatibles alors p (AUB) = p(A) + p(B)

3. Pour tout événement A, p(A) = 1 — p(A).

4. p(@)=0.

5. SiA et B sont deux éveénements p (AUB) = p(A)+ p(B) — p(ANB)
\_ /
4 — EQUIPROBABILITE

Soit Q un univers fini de n éventualités. Si tous les évenements élémentaires ont la méme probabilité c’est
L 1 . oo
adire, si p(e;) = p(ez) = --- = p(en) = —, alors 'univers est dit équiprobable.
n

On a alors pour tout événement A,

__nombre des issues favorablesa A card(A)

A) = =
P(A) nombre des issues possibles card(Q)
- /

Notation :
Soit E un ensemble fini, le cardinal de E noté card(E) est le nombre d’éléments de I’ensemble E.

EXEMPLES

1. On lance deux dés équilibrés. Quel est I’événement le plus probable A « la somme des nombres obtenus est
égale a 7 » ou B « la somme des nombres obtenus est égale a 8 » ?

Si on s’intéresse a la somme des deux dés, Iunivers est Q = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} mais il n’y a pas
équiprobabilité car chaque évenement élémentaire n’a pas la méme probabilité.
2=14+Tlalorsque5=1+40u5=2+3
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On se place dans une situation d’équiprobabilité en représentant une issue a I’aide d’un couple (a,b) ou a est
le résultat du premier dé et b le résultat du second dé. L’univers Q associé a cette expérience est I’ensemble
des couples formés avec les éléments de {1,2,3,4,5,6}.

Les dés étant équilibrés, il y a 6> = 36 résultats équiprobables.

1 2 3 4 5 6
1 (L1) (1,2) (1,3) 1.4) (1,5) (1,6)
2 2,1) (2,2) (2,3) 2.4) (2.5) (2,6)
3 (CRY) (3,2 (3,3) (3.4) (3.,5) (3,6)
4 “4,1) 4.2) 4,3) 4.4) 4.5) (4,6)
5 5,1 (5,2) (5,3) (5.4) (5,5) (5,6)
6 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)
o RTIN . 6 1
L’évenement A est I’ensemble des couples dont la somme des deux termes est égale a 7. D’out p(A) = %6
L’évenement B est I’ensemble des couples dont la somme des deux termes est égale a 8. D’ou p(B) = 35_6

L’éveénement le plus probable est A.

2. La probabilité de I’événement B « obtenir au moins un double six en lancant 12 fois deux dés » est-elle
supérieure a la probabilité de I’évenement A « obtenir au moins une fois un six en lancant deux fois un
dé»?

a) Probabilité de I’évenement A
Lorsqu’on lance deux fois un dé il y a 67 = 36 résultats équiprobables.

L’événement A « obtenir au moins un six » est I’évenement contraire de 1’évenement « n’obtenir aucun
six au cours des deux lancers ».

Or I’événement A est 1’ensemble des couples formés avec les éléments de {1,2,3,4,5}.

2
Le nombre d’éléments de A est 52 =25 d’ou p (Z) -5 et

(A)=1- (Z)—1—5—2—1—1~0306
PAI=17P ) =172 T 367

b) Probabilité de I’évenement B

Lorsqu’on lance une fois deux dés, il y a 36 couples de résultats équiprobables. La probabilité¢ de

I’événement « ne pas obtenir de double six » vaut 36

Lorsqu’on lance 12 fois deux dés, la probabilité de I’événement B « ne pas obtenir de double six » vaut

12
(2)" v

35

12
p(B)=1-p(B)=1— <%> ~ 0,287

Ainsi, la probabilité de I’événement B « obtenir au moins un double six en langant 12 fois deux dés » est
inférieure a la probabilité de 1’évenement A « obtenir au moins une fois un six en langant deux fois un dé »
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EXERCICE 1

Le jour de I’ouverture d’un centre commercial, on distribue 1000 billets de loterie. Parmi les 1000 billets
distribués, 2 donnent droit a un bon d’achat de 50 €, 10 donnent droit a un bon d’achat de 30 €, 20 donnent
droit & un bon d’achat de 15 €, 50 donnent droit a un bon d’achat de 10 € et les autres billets ne gagnent rien.

1. Quelle est la probabilité pour une personne qui a recu un billet de gagner un bon d’achat de 15 €7
2. Quelle est la probabilité pour une personne qui a recu un billet de ne rien gagner ?
3. On s’intéresse aux montants en euros des gains.

a) Quels sont les différents gains possibles ?

b) Déterminer la loi de probabilité de ces gains.

¢) Quelle est la probabilité pour une personne qui a recu un billet de gagner au moins 30 € ?

d) Quelle est la probabilité pour une personne qui a recu un billet de gagner au plus 15 €?

EXERCICE 2

Une entreprise fabrique un produit destiné a I’exportation.
Sur le marché extérieur la demande (en milliers d’unités) est régie par la loi de probabilité suivante :

X 1 2 3 4 5
p(x;) 6a 4a 2a 2a

1. Calculer a.

2. Si I’entreprise dispose d’un stock de 3 000 unités du produit, quelle est la probabilité qu’il y ait rupture de
stock ?

EXERCICE 3

Dans une entreprise, on a relevé qu’au cours d’une année : 40% des salariés ont été€ absents au moins 1 jour;
30% des salariés ont été absents au moins 2 jours; 15% des salariés ont été absents au moins 3 jours; 10% des
salariés ont été absents au moins 4 jours; 5% des salariés ont été absents au moins 5 jours.

On choisit au hasard un salarié de cette entreprise. Quelle est la probabilité pour que ce salarié :

1. n’ait jamais été absent au cours de cette année ?
2. ait été absent une seule journée au cours de cette année ?

3. ait été absent au plus 3 jours ?

EXERCICE 4

On tire, au hasard, une carte d’un jeu de 32 cartes.

1. Calculer les probabilités des événements suivants :
a) R : «la carte est un roi »;
b) F : «la carte est une figure »;
¢) C: «la carte est un cceur ».

2. Décrire I’événement F N C puis calculer sa probabilité p(F NC).
En déduire la probabilité p(F UC) d’obtenir une figure ou un coeur.

EXERCICE 5
On choisi au hasard un nombre entre 1 et 36.

1. Calculer la probabilité des événements suivants :
— A : «le nombre est un multiple de 3 »
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— B : «le nombre est un multiple de 4 »
— C: «le nombre est un multiple de 9 »
— D : «le nombre est premier »
2. Calculer la probabilité des événements : ANB;AUB;ANC.

EXERCICE 6

Les résultats d’une enquéte sur I’audience de deux magazines A et B, sont les suivants :

3 % de la population lit les deux magazines. Le magazine A est lu par 12 % de la population tandis que le
magazine B est lu par 7 % de la population.

On interroge une personne de cette population au hasard.

1. Calculer la probabilité que la personne interrogée ne lise pas le magazine A.

2. Calculer la probabilité que la personne interrogée ne lise aucun des deux magazines.

EXERCICE 7

Deux maladies A et B affectent les animaux d’un pays.

On estime que 12% des animaux sont atteints de la maladie A, 8% des animaux sont atteints de la maladie B et
3% des animaux sont atteints des deux maladies.

On prend un animal de ce pays au hasard.

1. Calculer la probabilité que cet animal soit atteint seulement de la maladie A.

2. Calculer la probabilité que cet animal ne soit pas malade.

EXERCICE 8

Une entreprise fabrique des articles en grande quantité. Une étude statistique a permis de constater que 10%
des articles fabriqués sont défectueux.

Les articles fabriqués peuvent présenter au maximum deux défauts notés a et b.

On préleve un article au hasard et on note, A I’évenement : « Un article prélevé au hasard présente le défaut a »
et B I’évenement : « Un article prélevé au hasard présente le défaut b ».

On donne les probabilités suivantes : p(A) = 0,05; p(B) = 0,06.

1. Traduire par une phrase I’évenement A U B. Donner la probabilité de I’évenement A U B.
2. Quelle est la probabilité de 1’événement « un article prélevé au hasard ne présente aucun défaut » ?
3. Calculer la probabilité de I’éveénement « un article prélevé au hasard présente les deux défauts ».

4. Calculer la probabilité de I’événement « un article prélevé au hasard n’a qu’un seul des deux défauts ».

EXERCICE 9
On considere un alphabet soit formé des trois lettres A, B et C.

1. Avec cet alphabet on écrit un mot de deux lettres. Quelle est la probabilité que ce mot soit écrit avec deux
lettres différentes ?

2. Quelle est la probabilité d’écrire un mot de trois lettres différentes ?

EXERCICE 10

On lance trois fois de suite un dé équilibré et on forme un nombre avec les résultats obtenus : par exemple, si
on tire 4,3 et 3 on obtient : 433.

1. Combien de nombres différents peut-on obtenir ? Quelle est la probabilité d’obtenir 433 ?
2. Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre composé de trois chiffres tous différents ?

3. Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre composé seulement des chiffres 1 ou 2?
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I FONCTION INVERSE

1 — DEFINITION

. . . 1
La fonction inverse est la fonction définie pour tout réel x # 0 par f(x) = —
X

ENSEMBLE DE DEFINITION

L’ensemble de définition de la fonction inverse est I’ensemble des réels non nuls noté R*, c’est la réunion de
deux intervalles | — 0o; 0[U]0; 4-00]

2 — VARIATIONS DE LA FONCTION INVERSE

La fonction inverse est strictement décroissante sur chacun des intervalles ou elle est définie.

TABLEAU DES VARIATIONS DE LA FONCTION INVERSE

3 DEMONSTRATION

Soient a et b deux réels non nuls tels que a < b.

, 1 b—
Etudions le signe de f(a) — f(b) = — — 5= ba sur chacun des intervalles | — 00;0[ ou ]0;4-00|

a a
Sia <b<0alors b—a>0etab > 0donc —ba>0 Si0 <a<balorsb—a>0etab > 0donc c;a>0

a

soit f(a) — f(b) >0 soit f(a) — f(b) >0
Ainsi, pour tous réels a et b strictement négatifs, si Ainsi, pour tous réels a et b strictement positifs, si
a < b alors f(a) > f(b). a < b alors f(a) > f(b).
La fonction inverse est strictement décroissante sur | La fonction inverse est strictement décroissante sur
| — 0050 10; +o0.

3 — COURBE REPRESENTATIVE

. o o 1
La courbe représentative de la fonction inverse est I’hyperbole d’équation y = —.
X

REMARQUE :

Pour tout réel a # 0, f(—a) = L —f(a).

a
Les points M (a; f(a)) et M' (—a; f(—a)) sont symétriques par rapport a I’origine du repére.
L’hyperbole admet 1’origine du repere comme centre de symétrie.
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Iy

REMARQUE :
1 . , . »
— On peut rendre f(x) = — aussi grand que 1’on veut, pourvu que x soit suffisamment proche de 0 et positif.
X

1
— On peut rendre f(x) = — aussi proche de 0 que I’on veut, pourvu que x soit suffisamment grand.
X

Graphiquement, 1’hyperbole se rapproche de 1’axe des abscisses lorsque x tend vers 4oco, et de 1’axe des
ordonnées lorsque x se rapproche de 0.
On dit que I’hyperbole a pour asymptotes les axes du repere.

I FONCTIONS HOMOGRAPHIQUES

1 — DEFINITION

b
On appelle fonction homographique toute fonction f qui peut s’écrire sous la forme f(x) = axj:d oua,b,
cx
¢ # 0 et d sont des réels tels que ad — bc # 0
REMARQUE
La condition ad — bc # 0 traduit le fait que ax+ b et cx+ d ne sont pas pas proportionnels.

ax—+b
est constant. En effet

Si ¢ # 0 et ad — bc = 0 alors le quotient
cx+

ax+b_ cax+ bc cax+ad _a

cx+d  clex+d)  clex+d) ¢

2 — ENSEMBLE DE DEFINITION

Une fonction homographique est définie pour tout réel x tel que le dénominateur cx + d ne s’annule pas.

b
+ est définie sur}—oo;—g[u]—g;ﬁ)o; [
d c c

i ax
La fonction f: x —
cx

EXEMPLE

2x+1
Soit f la fonction homographique définie par f(x) = 3x +2
—2x
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3
f est définie pour tout réel x tel que 3 — 2x # 0 soit x # —. L’ensemble de définition de la fonction f est
3 3 3
D :}_OO;E [U] §;+oo; [que I’on note aussi R — {5}

3 — PROPRIETE

Toute fonction homographique peut se mettre sous la forme réduite x — A + avec B # 0.

% PREUVE
. . . P ax+b
Soit f la fonction homographique définie par f(x) = d (avec ¢ # 0 et ad — bc # 0)
CcX
b
d b b .

— Sia =0 alors pour tout réel x # —— = =
’ d
¢ ex+d c<x+€> .
c

— Sia # 0 alors pour tout réel x # ——,
c

b d b d be —ad
ax+b a x+5 a <x+c>+<a c> a c2

cx+d cxx+g ¢ x+§ <t x+€
EXEMPLE
Soit f la fonction homographique définie pour tout réel x # —2 par f(x) = 2;;1—]61
Pour tout réel x # —2,
11 15 2 15
2-1_2 *75 2 (HVT5 2 3%5 2 s
3x+6 3 x+2 3 x+2 3 x+2 3 x+2
2 5

Ainsi, pour tout réel x # —2, f(x) = 3 )
X

4 — VARIATIONS

La forme réduite f: x— A+ avec B # 0 d’une fonction homographique permet de déduire les variations

de la fonction f & partir des variations de la fonction inverse.

EXEMPLE

, 2 5
Etudions les variations de la fonction homographique f définie pour tout réel x # —2 par f(x) = 3
X

Soient a et b deux réels de 'intervalle | — co; —2[ tels que a < b :

a<b< -2 << a+2<b+2<0

1 1
— b—|—2>a—|—2<0
0 =5 =5
— <a—|—2<b—|—2
2 2 5 2 5

353745253 b12

Ainsi, sia < b < —2 alors f(a) < f(b) donc la fonction f est strictement croissante sur I’intervalle | — oo; —2]
On montre de méme que la fonction f est strictement croissante sur I’intervalle | — 2; —oo].
D’ou le tableau des variations de la fonction f :
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X |—o00 -2 +0o0

I

CAS GENERAL

Soit f une fonction homographique telle que f: x — A + p avec B # (.
X—
Soient a et b deux réels tels que a < b < ¢ (ou o < a < b).
B B a—>b
b)— ==
f(b) = f(a) b—a a—o ><(b—oc)(a—oc)
a—>b

Dans chacun des deux casa < b < o (ou o < a < b),on a < 0. Par conséquent :

(b—a)a—a)

— Si B <0 alors, f(b) — f(a) > 0 donc f est strictement croissante sur chacun des intervalles | — co; o[ ou
Jou; oo

— SiB > 0alors, f(b)— f(a) >0 donc f est strictement décroissante sur chacun des intervalles | — co; ¢[ ou

Jat; +o0]

On en déduit le tableau des variations de la fonction f selon le signe de B :

B <0 B>0

X —00 o 400 X —00 o —+00

o | T~ | T~

5 — COURBE REPRESENTATIVE

La courbe représentative d’une fonction homographique est une hyperbole.

REMARQUE

La forme réduite f: x — A + avec B # 0 d’une fonction homographique fait apparaitre le centre de

xX—a
symétrie Q (a;A) ainsi que les deux asymptotes d’équation x = o et y = A de ’hyperbole.
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B<0 B>0
y | | y
| |
| |
\ \
| |
| |
\ \
A o) \
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EXERCICE 1

1 .
1. Donner un encadrement de — dans chacun des cas suivants :

X
2 1
a) —0,5 <x< —04; b)§<x<1; c)x>§; d)x<—Vv2
2. Dans chaque cas, trouver les réels x qui satisfont la condition donnée :
1 3 1 1 1 1 1
a) - < b) - >2; ) 2<-<-—2; d-—z<-<3
x 4 X X 5 3 " x
EXERCICE 2
Existe-t-il deux entiers naturels consécutifs dont la différence des inverses est égale a I’inverse de 600 ?
EXERCICE 3
1. Dire si les implications suivantes sont vraies ou fausses.
1 1 2 1 1 1 1 5
Ax>4d=> — < —; bxL—==->-1,5; Ox>-2=>-—-<——; d)x<06=->-
x 4 3 x X 2 x 3

2. Pour chacune des implications précédentes, énoncer la réciproque et dire si celle ci est vraie ou fausse.

EXERCICE 4

1. Soitxunréel tel que 1 <x <2
a) Montrer que (x—1)° < (x—1)?

1 1
b) Que peut-on en déduire pour 5 et 57
(x—1) (x—1)

1 1
3 = 5 » est-elle vraie ou fausse ?
=17 (x-1)

2. La proposition « Pour tout réel x > 1,

EXERCICE 5

: . . . 1
Soit a # 0 un réel. On souhaite ranger dans 1’ordre croissant les trois nombres a, a* et —
a

) ) 1 ) , )
1. Les courbes représentatives des fonctions f: x+— x%, g: x+—> x et h: x — — sont représentées sur le graphique
p 8 . p graphiq

ci-dessous

_—

sl
\’)
=J

. ) ) ) 1
Par lecture graphique, émettre une conjecture a propos de 1’ordre croissant des trois nombres a, a® et — selon
J a

les différentes valeurs du réel a.

|~

2. Si0<a§1montrerquea2§a<
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EXERCICE 6

On suppose dans cet exercice, que le prix de la location d’une voiture pour le week-end est de 90€, que la
consommation moyenne d’un véhicule est de 8 litres de carburant pour 100 km parcourus et que le prix d’un
litre de carburant est de 1,50€.

1.

Pierre loue un véhicule pendant le week-end et parcourt 120 km pendant le week-end.
Quel est le prix de revient moyen par kilometre parcouru ?

Soit x > 0 le nombre de kilometres parcourus par un client qui loue une voiture pendant le week-end.
a) Exprimer en fonction de x, le montant f(x) du prix de revient moyen par kilometre parcouru.

b) Préciser les variations de la fonction f.

. Un client ayant loué une voiture pendant le week-end a calculé que le prix de revient moyen par kilometre

parcouru a été de 0,52€.
a) Quelle distance ce client a-t-il parcouru pendant le week-end ?

b) Quel est le montant du cofit total de la location pendant le week-end ?

EXERCICE 7

: : . 3 (
La courbe Cy représentative d’une fonction f a pour équation y = P La courbe Cy est tracée dans le plan
X

muni d’un repere orthogonal en annexe ci-dessous.

1.
2.

Quel est I’ensemble de définition de la fonction f ?
a) Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur I’intervalle | —oo; —1].

b) Donner le tableau des variations de la fonction f.

. Soit g la fonction affine telle que g(—5) = —7 et g(3) =09.

Déterminer I’expression de g en fonction de x. Tracer la courbe D représentative de la fonction g dans le
repere orthogonal donné en annexe.

Résoudre dans R, I’inéquation 1 < 2x+ 3. Interpréter graphiquement le résultat.
X

ANNEXE

\ y

L—
[e e}

(@)}

~H
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EXERCICE 8
y
N/
20

ol n 1A 2 M 3 X
Dans le plan muni d’un repere orthonormé <O,?,f) on considere les points A(1;0) M(a;0) et N(b;0) avec
b<l1l<a. .
€ est la courbe représentative de la fonction f définie pour tout réel x strictement positif par f(x) = —.
x

Les points B, M’ et N’ sont des points de la courbe € ayant respectivement la méme abscisse que les points A,
M etN.

1. Déterminer I’abscisse du point M pour que I’aire du trapeéze AMM'’B soit égale a une unité d’aire.

2. Déterminer I’abscisse du point N pour que I’aire du trapéze ABNN’ soit égale 2 une unité d’aire.

EXERCICE 9

1 <1
2x+3

2. Chercher I’erreur dans le raisonnement suivant :

1. Résoudre dans R I’'inéquation

. . 1 N
« Comme la fonction inverse est décroissante, 2—+3 <1l 2x+3>21doux> —1».
X

EXERCICE 10

5
Soit f la fonction définie sur I'intervalle | — 2;+oo[ par f(x) = el Sa courbe représentative ¢ est tracée
X

dans le plan muni d’un repere orthogonal ci-dessous.

y

Q
O

BN

\
\
\
\

)}

U

B~

oN
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1.

. a) Montrer que pour tout réel x de I'intervalle | — 2;+oo], f(x) — g(x) =

. Résoudre graphiquement f(x) > 2.
. Soit a et b deux réels tels que —2 <a < b

a) Comparer f(a) et f(b).
b) En déduire le sens de variation de la fonction f sur I’intervalle | — 2;400].

. Soit g la fonction affine telle que g(—1,5) =4 et g(2,5) =0.

a) Déterminer I’expression de g en fonction de x.

b) Tracer la courbe D représentative de la fonction g dans le repere orthogonal précédent.
x* —0,5x
ETY

b) Etudier le signe de f(x) — g(x). Interpréter graphiquement le résultat.

2nde 3

EXERCICE 11
Pour deux résistances R; et R, montées en parallele, la résistance Ry
1
R du dipdle vérifie la relation — = — + —.
P R-rR R *—
Les résistances sont exprimées en ohms (). R>
Ondonne Ry =4 etR, = x.
Mont R= 2
ontrer que R =
q x+4
4x

2.

Soit f la fonction définie sur ]0;+oo[ par f(x) = i
X

B
a) Déterminer les réels A et B tels que f(x) =A+ I
x

b) Etudier les variations de la fonction f.

. a) Est-il possible que la résistance R du dipdle soit supérieur a 4 Q. ?

b) Déterminer la résistance R, pour que la résistance R du dipdle soit égale a 3 Q.

EXERCICE 12

A I’occasion d’une randonnée, la vitesse moyenne d’un cycliste a I’aller est de 15 km/h.

1.
2.

Quelle est la vitesse moyenne sur le trajet aller-retour lorsque la vitesse moyenne au retour est de 21 km/h?

On note x la vitesse moyenne exprimée en km/h du cycliste au retour et V (x) la vitesse moyenne du cycliste

sur le trajet aller-retour.
30x
x+15

a) Montrer que V (x) =

b) Pour quelles valeurs de x la vitesse moyenne sur le trajet total sera supérieure a 20 km/h?

c) La vitesse moyenne sur le trajet total peut-elle dépasser les 30 km/h ?

EXERCICE 13

ABCD est un rectangle tel que AB =8 et BC = 5.
M est un point du segment [AB] distinct de B.
La droite (CM) coupe la droite (AD) en N

N
\M
A
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1. On pose AM =x
a) Quelles sont les valeurs possibles du réel x ?

b) Exprimer la distance AN en fonction de x.

40
2. Soit f la fonction définie sur I’intervalle [0;8[ par f(x) = o 5
—Xx
Etudier les variations de la fonction f.
3. Pour quelles valeurs de x la distance AN est-elle comprise entre 3 et 20 ?

4. Est-il possible que AN > 19957

EXERCICE 14

L’ offre et 1a demande désignent respectivement la quantité d’un bien ou d’un service que les acteurs du marché
sont préts a vendre ou a acheter a un prix donné.
Une étude concernant un article A a permis d’établir que :
— la fonction d’offre f est donnée par f(g) = 0,5¢
78 — 6g
q+8
ol f(q) et g(q) sont les prix d’un article en euros, pour une quantité g comprise entre 1 et 12 millions d’unités.

— la fonction demande g est donnée par g(q) =

Prix (en €)

C - pa i pa |
CourpC ad aciaidy
du marché

8

rbe d’offre

du marché

()

NN

Quantité
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 (en millions)

1. A P’aide du graphique précédent, déterminer si la demande est excédentaire quand le prix de vente d’un
article estde 1 €.

2. On suppose dans cette question que le prix de vente d’un article est de 4,50 €.
a) Calculer la quantité d’articles offerte sur le marché;
b) Calculer la quantité d’articles demandée sur le marché;
¢) Quel probleme cela pose-t-il ?

3. On dit que le marché est a I’équilibre lorsque, pour un méme prix, la quantité offerte est égale a la quantité
demandée.

Déterminer le prix d’équilibre et la quantité associée.
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EXERCICE 15
L’hyperbole C; tracée dans le plan muni d’un repére orthogonal en annexe ci-dessous est la courbe représentative
4x—37
d’une fonction f. L’hyperbole Cy a pour équation y = 2x T
X —

1. a) Quel est I’ensemble de définition de la fonction f?
b) Calculer les coordonnées des points d’intersection de la courbe Cy avec les axes du repere.

¢) Résoudre I’équation f(x) = 3.

2. a) Déterminer les réels a et b tels que f(x) =a+ 05
X—U,

b) 2 a-t-il un antécédent par f?
3. Soit g la fonction affine telle que g(—7) = 8 et g(6) = —5.

a) Déterminer I’expression de g en fonction de x.

b) Tracer la courbe D représentative de la fonction g dans le repere orthogonal donné en annexe.
4. a) Etudier les positions relatives des courbes CretD.

b) Calculer les coordonnées des points d’intersection des courbes Cy et D.

ANNEXE

~<

uin
[e e}

[ui
@)}

—

S

D

7 8
// 6
T
./// 4
o)
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 4 3 (, |1
N ,//
B ~
A /
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EXERCICE 16
—12x-2

Soit f la fonction définie par f(x) = T
X

. On note Cy sa courbe représentative dans le plan muni d’un
repere orthogonal.

1. Quel est I’ensemble de définition de la fonction f?

B

2. a) Déterminer les réels A et B tels que f(x) = A+ —-

x+§

, 2
b) Etudier le sens de variation de la fonction f sur I’intervalle ] —g;—i—oo [

¢) En déduire un encadrement de f(x) si x € [65;66]

d) Pour quelles valeurs du réel x, —4 < f(x) < —3,997?
3. Soit g la fonction affine telle que g(—7) = —10 et g(3) —g(—7) =09.

a) Déterminer I’expression de g en fonction de x.

b) Tracer la courbe D représentative de la fonction g dans le repére orthogonal donné en annexe.
4. a) Résoudre dans R I’équation f(x) = g(x). Interpréter graphiquement le résultat trouvé.

b) Etudier les positions relatives des courbes C retD.

ANNEXE

~<

.__.
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[e e}
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RS
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S
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I REPERAGE SUR UN CERCLE

1 — CERCLE TRIGONOMETRIQUE

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O,?,f)

Le cercle trigonométrique est le cercle ¢ de centre O, de rayon 1 orienté dans
le sens direct.

2 — ENROULEMENT DE LA DROITE REELLE SUR LE CERCLE TRIGONOMETRIQUE

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O,?,f)

La droite & est tangente en [ au cercle trigonométrique %

A est le point de coordonnées (1;1). La droite & est munie du repere (I;A).
Par enroulement de la droite réelle & sur le cercle trigonométrique % :

— atout point de la droite d’abscisse x on peut associer un unique point M du
cercle trigonométrique, image du réel x;

— tout point M du cercle trigonométrique est I’'image d’une infinité de réels.
Si le point M est associé a un réel x, alors il est associé a tout réel de la
forme x+ k X 27 ou k est un entier relatif.

3 — MESURE D’UN ANGLE EN RADIAN

2nde 3

DEFINITION
4 N
M

Soit € le cercle trigonométrique de centre O, de rayon 1. 1 rad

Un radian est la mesure d’un angle au centre qui intercepte le cercle ¢ suivant — >

un arc de longueur 1. i
o /
REMARQUE :
Les mesures en radians et en degrés d’un angle géométrique sont proportionnelles :

Degrés 0° 30° 45° 60° 90° 120° 180°
di 0 T T T /4 2 -
x en radians — — = = —"
6 4 3 2 3
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VALEURS REMARQUABLES

Il COSINUS ET SINUS D’UN NOMBRE REEL

1 — DEFINITION

J
; M
sinx -——-
I
Soit M le point du cercle trigonométrique associé a un réel x. 1\Y
I
— Le cosinus du réel x, noté cosx, est ’abscisse du point M. o colsx 7

— Le sinus du réel x, noté sinx, est I’ordonnée du point M.

2 — PROPRIETES

— Pour tout réel x et pour tout entier relatif k, cos (x+ 2km) = cosx et sin (x4 2k7) = sinx
— Pourtoutréel x, —1 <cosx<let—1<sinx<1

— Pour tout réel x, cos?x + sinx = 1

EXEMPLE :

Sachant que sinx = —3 avec -5 < x < 0, déterminer la valeur exacte de cosx.
< 2 ) 2 5 : 2 4
Pour tout réel x, cos“x + sin“x = 1 donc cos~x + 9 =1, soit cos“x = 9

Il existe deux valeurs possibles du cosinus :

2
CoSX = —3 ou CoSX =

T 2
Comme ) < x <0, alors cosx > 0 donc cosx = 3
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3 — VALEURS REMARQUABLES

2nde 3

T
2
1
VAT DR
0 i1 n n n \2[
X b had had had
6 4 3 2 R
COSX 1 é Q l 0 1 ———memlo
2 2 2 2 I I I
[ | [
sinx 0 1 @ é 1 | o
2 2 2 I I I
I | I
[ [ [
| | |
° A
2 2 2
4 — ANGLES ASSOCIES
Pour tout réel x : Pour tout réel x : Pour tout réel x :
cos(—x) = cosx cos(7T — x) = —cosx cos(7 +x) = —cosx
sin(—x) = sinx sin(m — x) = sinx sin(7 4 x) = —sinx
J J J
[ N\ M N _ ~— | M M
\ [ | [ |
\ \ i
\ \ 1* } T+x :
x| | X
| \ | / v
(0] _x} I o) I ; 7
\ \
‘ \
LN \
N N |
M et N sont symétriques par M et N sont symétriques par M et N sont symétriques par
rapport a (OI) rapport a (OJ) rapport a O
EXEMPLES :
1 cos4n—cos<7r+n)— cosn— !
' 3 3/ 32
. 3r n T V2
2. sin— =sin <7r— —) =sin— = —
4 4 4 2
5 — EQUATIONS
— Equation cosx = cosa
J
M(a)
Soit a un réel donné. Les solutions dans R de 1’équation cosx = cosa }
sont : \
=a-+2kn J
* at ol k est un entier relatif. O [\¢osa } I
x =—a+2kn ‘
\
N(—a)
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— Equation sinx = sina
J
N(m—a) M(a)
Soit @ un réel donné. Les solutions dans R de I’équation sinx = sina « |
sont : a
x =a+2krm . . .
ou k estun entier relatif. 0 I
X =T—a+2kx
EXEMPLES :
1. Résoudre dans R I’équation cosx = >
T V3., . S T
Comme cos =2 I’équation est équivalente a 1’équation cosx = cos 5
J
T
A
!
!
!
o T L1
cos —
6 !
!
i/ 7w
6
. e 3 n T . .
Les solutions dans R de 1’équation cosx = > sont x = 3 +2kmoux= 3 + 2km avec k entier relatif.
c s s . . . I
2. Résoudre dans R I’équation sinx = sin 0
T J . r
10 10
n
10
(0] 1

Lk ks 3n
Les solutions dans R de I’équation sinx = sin— sontx = — +2km oux = T + 2km avec k entier relatif.

10 10
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EXERCICE 1

1. Convertir en radians les mesures d’angle géométriques donnés en degrés :

a) 210° b) 5° c) 198° d) 315° e) 72° f) 40°
2. Convertir en degrés les mesures des angles géométriques donnés en radians :
T 5w r orn 147w 2r
a) — - — - - -
)5 b T D3 9 R
EXERCICE 2

2nde 3

Dans chacun des cas suivants, déterminer le réel x € |—m; 7] dont I'image par enroulement de la droite réelle

sur le cercle trigonométrique coincide avec le point image du réel donné.

417 157 107 521

iliniad i c) 13w _— e) —357 -
9 b =7 d -3 ) D=
EXERCICE 3

Le pentagone ABCDE est inscrit dans le cercle trigonométrique %

y
A
B;
0 E X
D

A quels réels de I'intervalle | — m; ] sont associés les sommets de ce pentagone ?

EXERCICE 4

Sur le cercle trigonométrique associé au repere orthonormé (O;1,J), on a tracé le polygone régulier étoilé

ABCDEFGHI.

H

y
J
C
G
A
F ?

A. YALLOUZ (MATH@ES)

117


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY )
Année 2016-2017 TRIGONOMETRIE onde 3

1. A quels réels de I’intervalle | — m; ] sont associés les sommets de ce polygone ?
2. Donner les coordonnées des points C et F.

3. Les points A et H ont-ils la méme abscisse ?

EXERCICE 5

. : . . : ) 5t
1. a) Placer sur le cercle trigonométrique les points A, B, C et D repérés respectivement par les réels <— —> ,

3

, — et —.

(557

b) Donner les coordonnées des quatre points A, B, C et D.

_— T
2. M est un point du cercle trigonométrique tel que la mesure en radians de I’angle /OM = o avec o € } 0; B [

. — T —
Placer sur le cercle trigonométrique les points M; et M, tels que IOM| = 0 +oaetlOM, =1 — Q.

E):\/g—

3. a) On donne sin <—

1
. Donner la valeur exacte de sin <— 91%)

10 4
b) Calculer cos (£>
10/°
EXERCICE 6

Connaissant la valeur de cosx ou de sinx sur I’'intervalle donné, déterminer la valeur du sinus ou du cosinus du
réel x correspondant :

3 2 1 T
sinx:—T etx € [—g;g}; cosx:—g etx € [0;7]; sinx=—etx € [_5’5]

1 3 T 2 6 T
cosx:—i etx € [—m;0]; cosx:?etxe [—5;0}; sinxz%etxe [E,n
EXERCICE 7

Simplifier chacune des expressions suivantes :

1. a) A=cos(w—x)+2cosx—3cos(m+x)
b) B=sin(2w —x)— 2sin (7w +x) + 3sin (x — 1)
¢) C=cos(—x)—2cos (3w —x)+2cos (x+ )

2. a) D= (1+cost+sint)* —2(1+cost) (1+sin)
b) E =cos*t — sin*7 + 2sin®7
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EXERCICE 8
Résoudre les équations suivantes dans I’intervalle |—; 7).

) 3 .
cosx:T; smx:—g; 14+2cosx=0; 1—2sinx=0.
EXERCICE 9
Résoudre les équations suivantes :

21 i . 3w . . Sr < 7r>
COSX = COS — ; sinx = sin— ; sinx=sin{ —— | ; COSX =cos | ——
3 4 6 4
EXERCICE 10
T 1++5
On donne cos — = \/_
5 4
. . T
1. Déterminer la valeur exacte de sin 35
s . ) T 4rn i 4
2. En déduire les valeurs exactes du sinus et du cosinus de -3 ; 5 et -5
EXERCICE 11

3 /4
1. Calculer cosx sachant que sinx = 5 etx € ] > n] .

2. Résoudre dans I'intervalle |—7; 7] I’équation 2cos?x — 1 = 0.

EXERCICE 12

3
1. Résoudre dans R I’équation X> — X — i 0.

2

2. En déduire les solutions dans I’intervalle |—; 7] de I’équation sin“x — sinx — i 0

EXERCICE 13

1. Résoudre dans R 1’équation 2x> —3x —2 = 0.

2. En déduire les solutions de I’équation : 2cos’x — 3cosx —2 = 0

EXERCICE 14
Dans le plan muni d’un repere orthonormé <O,7,f) soit ¥ le cercle trigonométrique, A le point du cercle
trigonométrique image du réel 1 et I le point de coordonnées (1;0).

y
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1. a) Calculer distance /A

T T
b) Montrer que /A =2 X sin (§> En déduire la valeur exacte de sin (g)

. . T r . (T®
¢) Déterminer alors cos (§>,cos 3 et sin 3

T
2. En reproduisant la méthode pour calculer sin (g) :

T
Calculer si <—)
a) Calculer sin T
T 11x 137 11x 137
b) En déduire cos B cos<12> cos( 12) sm<12>etsm< 12)

EXERCICE 15

Dans la figure ci-dessous, on considere le demi-cercle de rayon 5 cm.

e
\\\ ///
\\ //
30 . -f 300

A 0 B
Comparer I’aire située sous la corde DC et I’aire de la partie du demi-cercle située au dessus de la corde DC.

EXERCICE 16

. N . . T T
Pour tout entier n non nul on considere le réel a,, = nsin (—> cos <—)
n n

1. Calculer a; =sin(m)cos (7), ax = 2sin (E) cos <z>, az = 3sin (g) cos <§> , as =4sin <§> cos (z) et

2 2 4
ag = 65sin <%) cos (%)

2. AT’aide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée des réels suivants :
T T T

aro = 20sin <2—7:)) cos (2—7:)> aso = 50sin <%) cos (%> et ajpo = 100sin <ﬁ) cos (%)
3. Emettre une conjecture sur la valeur de a, quand » devient de plus en plus grand.
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| POSITIONS RELATIVES DE DROITES ET PLANS

1 — REGLES D’INCIDENCE

2nde 3

— Deux points distincts de I’espace déterminent une droite unique.

— Trois points non alignés de I’espace déterminent un plan unique.

contenue dans le plan Z.

— Dans chaque plan de I’espace, on peut appliquer tous les théorémes de la géométrie plane.

— Si deux points distincts A et B de ’espace appartiennent 2 un méme plan & alors, la droite (AB) est

2 — POSITIONS RELATIVES D’UNE DROITE ET D’UN PLAN

Soit & un plan et Z une droite de 1’espace. Trois cas peuvent se présenter :
— la droite & est incluse dans le plan &
— la droite Z et le plan & sont sécants;

— la droite Z et le plan & n’ont aucun pont commun.

2

7

9 et &2 sont sécants :

9 est incluse dans & 20D ={I}

2 et & sont disjoints :
INP =0

3 — POSITIONS RELATIVES DE DEUX DROITES

DROITES COPLANAIRES

Deux droites sont coplanaires lorsqu’elles sont contenues dans le méme plan.

-

Soit & un plan et A deux droites de 1’espace. Quatre cas peuvent se présenter : h
— les droites Z et A sont confondues ;

— les droites & et A sont strictement paralleles ;

— les droites & et A sont sécantes ;

— les droites Z et A ne sont pas coplanaires. )
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GEOMETRIE DANS L’ESPACE

2nde 3

Droites coplanaires

Droites paralleles

Droites sécantes

Droites non coplanaires

™~

i
9 et A sont confondues

g

9 et A sont strictement
paralleles : ZNA =

9 et & sont sécantes :

FNA={I}

A

2 et A sont non
coplanaires : ZNA= g

4 — POSITIONS RELATIVES DE DEUX PLANS

Deux plans de I’espace sont soit sécants, soit paralleles

Plans paralleles

Plans sécants

Les plans & et 2 sont confondus

‘:{2

Les plans & et 2 sont
strictement paralleles

Les plans & et 2 sont sécants

9

selon une droite d

I PARALLELISME DANS L'ESPACE

1 — DROITES PARALLELES

— Par un point A donné dans 1’espace, il passe une et une seule droite & parallele a une droite donnée A.

— Si deux droites sont paralleles & une méme troisieéme, alors elles sont paralleles entre elles.

— Si deux droites sont paralleles, alors tout plan qui coupe I’une coupe 1’autre.

A. YALLOUZ (MATH@ES)
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2 — DROITE PARALLELE A UN PLAN

PROPRIETE 1 :

Si une droite A est parallele a une droite & incluse dans un plan &, alors A est parallele a .

A

I

7

I

PROPRIETE 2 :

Si une droite Z est parallele a deux plans sécants & et &5, alors elle est parallele a leur intersection.

» .

THEOREME DU TOIT :

Soit 2 et 2, deux droites paralleles.
Soit ) un plan contenant la droite Z; et &7, un plan contenant la droite 2.
Si & et &7, sont sécants, alors leur droite d’intersection est parallele a &, et 2.

A

A. YALLOUZ (MATH@ES) 124


http://yallouz.arie.free.fr

Lycée JANSON DE SAILLY ] )
Année 2016-2017 GEOMETRIE DANS L’ESPACE onde 3

3 — PLANS PARALLELES

PROPRIETE 1 :

Soit | et &, deux plans paralleles. Alors, toute droite & parallele & &) est parallele a &7;.

PROPRIETE 2 :

Deux droites sécantes paralleles a un méme plan & déterminent un plan 2 parallele au plan &.

PROPRIETE 3 :

Si X et &, sont deux plans paralleles, alors tout plan 2 qui coupe le plan &, coupe le plan &, et les
droites d’intersection sont paralleles.

dy

9
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EXERCICE 1

Dans une caisse cubique, on empile des boules de 6cm de rayon comme
I’indique le dessin ci-contre.

1. Combien de boules contient la caisse ?

2. Quel est le volume de la caisse qui contient exactement cet
empilement de boules ?

3. Le pourcentage du volume la caisse occupé par les boules est-il
inférieur a 52 % ?

EXERCICE 2

SABCD est une pyramide a base carrée. I est un point du segment [BC],
distinct de B et C.

1. Montrer que les plans (SAI) et (SCD) sont sécants.

2. Construire leur intersection.

EXERCICE 3

ABCD est un tétragdre.

I est un point du segment [BC] distinct de B et de C.

J est un point du segment [AD] distinct de A et de D.

Dans chacun des cas suivants, montrer que les plans sont
sécants et déterminer leur intersection.

1. (D1J) et (BCD). c
2. (DIJ) et (ABD).
3. (DIJ) et (ABC).

EXERCICE 4

ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle. £ ~ G
I est un point du segment [AE] distinct de A et de E.

1. Démontrer que A, C, G et I sont coplanaires.

2. Démontrer que la droite (GI) n’est pas contenue dans le I
plan (ABCD). A C
3. Construire J, intersection de la droite (GI) et du plan B
(ABCD).
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EXERCICE 5

SABC est un tétragdre. [ est le milieu de [SA], J est le milieu de [SC] et K est un point de [SB] distinct du milieu
de ce segment. N est le point d’intersection des droites (JK) et (BC).

1. Placer sur la figure, le point M intersection de la droite (/K) avec le plan (ABC).
2. Soit d la droite d’intersection des plans (ABC) et (IJK).
a) Montrer que N est un point de la droite d
b) Tracer la droite d sur la figure.
3. Montrer que la droite (1J) est parallele au plan (ABC).
4. Montrer que les droites (AC) et d sont paralleles.

EXERCICE 6

ABCD est un tétragdre. L, M et N sont trois points placés respectivement sur les arétes [AB], [AC] et [AD].
1. Placer le point J intersection de la droite (MN) avec le plan (BCD).

2. Placer le point K intersection de la droite (BD) avec le plan (LMN).

3. Les droites (BC) et (LM) sont sécantes en I, montrer que les points /, J et K sont alignés.

A
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EXERCICE 7

ABCDEFG est un cube. M est un point de ’aréte [AB].

1. Le plan (GEM) coupe I’aréte [BC] en N. Que peut-on dire des droites "
(GE) et (MN)? N
| BTN S ——
2. Représenter la trace du plan (GEM) sur les faces du cube. e
A - M B

EXERCICE 8

Les points M, A et I sont respectivement les points d’intersection d’un plan &2 avec les arétes [SG], [SE] et [SR]
de la pyramide SROGE.

1. Représenter la droite & intersection du plan & avec le plan de base de la pyramide SROGE.
2. a) Construire le point N intersection du plan & avec I’aréte [SO].

b) Représenter la trace du plan & sur les faces de la pyramide SROGE.
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EXERCICE 1 (4 points )

Résoudre dans R chacune des inéquations suivantes et écrire sous forme d’intervalle I’ensemble des solutions
de I’'inéquation.

5
1. dx—1<x— 3

2.3—2x>3x+1

EXERCICE 2 (4 points )

On considere une fonction f dont le tableau de variations est le suivant :

X —6 -2 0 4

1. Quel est I’ensemble de définition de la fonction f?

2. Comparer f <—g> etf(—%)

3. Peut-on comparer les images de —1 etde 1?

4. Quel est le nombre de solutions de 1’équation f(x) =07?

EXERCICE 3 (5 points )
Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = x*> — 2x — 1.
1. Calculer les images de 0; de (1 + \/5) et de (1 - \/§>

2. Peut-on conclure que pour tout réel x, f(x) est un entier relatif ?

EXERCICE 4 (7 points )
4x—3
xX+1

Soit f la fonction définie sur I’intervalle [—6;7] par f(x) =

1
1. Calculer I'image de <_E)

2. Déterminer I’antécédent de O par la fonction f.
3. Résoudre I’équation f(x) = 1.

4. La courbe ¢ représentative de la fonction f est tracée ci-dessous.

y
I r \\\‘~~ Cff
6 5 4 5 b 1 |o / 4 R
“\\ , /
~ 1/
< .l
N /
N
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A I’aide du graphique :
a) donner le tableau de variation de la fonction f';
3

b) déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x) = —=.

2
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EXERCICE 1 (4 points )

3
Soit f la fonction affine définie pour tout réel x par f(x) = Ex—l— bet f(0)=—1.

1. Lequel des quatre tableaux de variation ci-dessous est celui de la fonction f?

X —00 —1 +oo X —00 —% +o0

+o0

2. Donner le tableau du signe de f(x).

EXERCICE 2 (4 points )
Soit f la fonction affine définie pour tout réel x telle que f(3) = —2et f(—1) =4.

1. Donner une expression de f(x) en fonction de x.

2. Quel est le sens de variation de la fonction f?

EXERCICE 3 (5 points )
Soient f et g les fonctions définies sur R par f(x) = (2x+3)? et g(x) = (3x—2)*.

1. Factoriser I’expression de f(x) — g(x).

2. A l’aide d’un tableau, étudier le signe de f(x) — g(x).

3. En déduire ’ensemble S des solutions de I’inéquation f(x) > g(x).

EXERCICE 4 (7 points )
ABCD est un trapeze de hauteur 7 =6 avec AB=15etCD =17.

D C

A tout point M du segment [AB], on associe le réel x = AM.

1. On note f la fonction telle que le nombre f(x) est égal a I’aire du trapeze MBCD.
a) Quel est I’ensemble de définition de la fonction f?
b) Justifier que f(x) =66 — 3x.
¢) Quel est le sens de variation de la fonction f?
d) Résoudre I’inéquation f(x) < 36.

2. On note g la fonction telle que le nombre g(x) est égal a I’aire du triangle MCD.
a) Quel est le sens de variation de la fonction g ?

b) Déterminer la position du point M pour que I’aire du trapeze MBCD soit égale au double de I’aire du
triangle MCD.
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EXERCICE 1 (4 points )
Soit f la fonction affine définie pour tout réel x telle que f(—3) =5et f(3) = 1.
1. Donner une expression de f(x) en fonction de x.
2. Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse. Justifier la réponse.
a) PROPOSITION A : « L’ensemble des solutions de I’inéquation f(x) < 1 est I'intervalle [3; 400 ».
b) PROPOSITION B : «Si 1 <x < 5alors, =3 < f(x) < 3».

EXERCICE 2 (11 points )
Le plan est muni d’un repére orthonormé <O,?,f) . La figure sera complétée tout au long des questions.

1. Placer les points A (—6;2), B(—4;—4) et C(5;—1).
2. Calculer les coordonnées du point D tel que le quadrilatere ABCD soit un parallélogramme.
3. a) Calculer les distances AC et BD.
b) Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ?
4. a) Calculer les coordonnées du point M milieu du segment [BC].
b) Les droites (AB) et (OM) sont-elles paralleles ?

ANNEXE

y

~
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EXERCICE 3 (5 points )

ABC est un triangle.

X

1. Placer le point M défini par AM = AB +A_C) .
2. Soit N le point défini par AN + BN = CB.
— 1 —
a) Montrer que BN = — EAC'
b) Placer le point N.
3. Les points B, M et N sont-ils alignés ?
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EXERCICE 1

2nde 3

Dans le plan muni d’un repére orthogonal, on a tracé ci-dessous, la parabole & représentative de la fonction

carré f définie pour tout réel x par f(x) = x°.

I

1
N

PARTIE A

2
1. Calculer les images des réels : (1 — \/§) et (%) .
2. Quels sont les antécédents éventuels de 12 ?
3. Le point A (—5,5;30) appartient-il a la parabole () ?

. 13 .
4. Soit a un réel tel que : — 10°'<a< 3 Déterminer un encadrement de a2.

PARTIE B

Soit g la fonction affine définie sur R et telle que g(—5) = 10 et g(3) = 22.
1. Tracer la droite D représentative de la fonction g dans le repere précédent.

2. Déterminer I’expression de de g(x) en fonction de x.

PARTIE C

2
2
On admet que pour tout réel x, f(x) — g(x) = <x — %) - %9

1. Résoudre dans R I’inéquation f(x) < g(x).

2. Calculer les coordonnées des points d’intersection de la droite D avec la parabole ().
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EXERCICE 2

A, B, C et D sont quatre points distincts de la parabole & d’équation y = x°.

0

Les abscisses des points A, B et C sont respectivement (—6), 5 et (—4) .
Calculer les coordonnées du point D pour que les droites (AB) et (CD) soient parall¢les.
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EXERCICE 1

3
Soit f une fonction polyndome du second degré dont la courbe représentative est la parabole de sommet S <§ ; 4)

1
passant par le point A <—;3> .

2
. Montrer que pour tout réel x, f(x) =4 — ( - —> .

2

. Résoudre dans R I’équation f(x) = 3.

3
2

. Donner le tableau de variation de la fonction f.

35
Soit m un réel de ’intervalle [—5; ﬂ . Donner un encadrement de f(m)

. Résoudre dans R I’inéquation f(x) > 0.

EXERCICE 2

>

. Dans le plan muni d’un repere orthonormé (donné en annexe ci-dessous) :

a) placer les points A(4;5), B(—4;—2) et C(6;0);

1
b) tracer la droite & d’équation y = >*

. Justifier que la droite & est une médiane du triangle ABC.

. a) Calculer les coordonnées du point / milieu du segment [BC].

b) Montrer que le vecteur @ <1> est un vecteur directeur de la droite (Al).

2

c¢) Déterminer une équation de la droite (A[).

y=2x-3
a) Résoudre le systeme 1
y= Ex

b) En déduire les coordonnées du centre de gravité G du triangle ABC.
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Lycée JANSON DE SAILLY i
Année 2016-2017 CONTROLE N° 6 onde 3

EXERCICE 1
Les deux tableaux ci-dessous concernent le revenu salarial annuel en euros en France en 2014. (Source INSEE)

TABLEAU 1 : Revenu salarial annuel moyen en euros selon le sexe

Revenu salarial moyen Effectif en millions
Femmes 17810 12,6
Hommes 23400 13,2
TABLEAU 2 : Distribution du revenu salarial annuel en euros
1°" décile 1" quartile Médiane 3¢ quartile 9¢ décile
| Ensemble 2430 9570 18 340 25910 36720

1. Calculer le montant en euros du revenu salarial annuel moyen.

2. Représenter ci-dessous, la distribution de revenu salarial a I’aide d’un graphique « boite 2 moustaches ».

0 4000 8000 12000 16000 20000 24000 28000 32000 36000 40000

3. Recopier et compléter la phrase suivante :
«Les 10 % de salariés les moins bien rémunérés en 2014 percoivent moins de . .. euros, les 10 % les mieux
rémunérés plus de . . . euros, soit . . . fois plus. »

4. De quel pourcentage, le revenu salarial annuel médian est-il inférieur au revenu salarial annuel moyen ?

EXERCICE 2

Chez un fabricant de lames de parquet en chéne rustique on indique :
— longueur moyenne des lames : 45 cm;

— lames de longueur inférieure a 35 cm : 23 %.

On préleve un échantillon de 60 lames dans le stock, pour vérification. On constate que 18 lames ont une
longueur inférieure a 35 cm.

1. Calculer la fréquence des lames dont la longueur est inférieure a 35 cm dans I’échantillon.

2. Déterminer un intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de la fréquence des lames dont la longueur est
inférieure a 35 cm dans les échantillons de taille 60.

3. L’affirmation « 23% des lames ont une longueur inférieure a 35 cm » est-elle remise en cause ?

EXERCICE 3
4
Soit f la fonction polyndme du second degré définie pour tout réel x par f(x) = x> — gx -5.

1. Donner le tableau de variation de la fonction f.

2\* 49
2. Montrer que pour tout réel x, f(x) = < - —> -—.
3. Résoudre dans R I’inéquation f(x) < 0.
EXERCICE 4

Dans le plan muni d’un repere orthonormé, on considere les points A(5;7) , B(—3;3) et C(6;0).

1. Déterminer une équation de la droite d; passant par le milieu M du segment [AB] et de coefficient directeur

(=2).
. \ y=—2x+7 . : .
2. Résoudre le systeme 33 . Interpréter graphiquement le résultat.
y=295x—

3. Montrer que le point K de coordonnées (2;3) est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.
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EXERCICE 1

Un magasin d’habillement vend des vétements pour hommes et pour femmes.
Une étude statistique sur la fréquentation du magasin a permis d’établir que :

— 42 % des personnes qui entrent dans ce magasin ressortent du magasin sans rien acheter.
— 40 % des personnes qui entrent dans ce magasin ont acheté au moins un vétement pour femme.

— 30 % des personnes qui entrent dans ce magasin ont acheté au moins un vétement pour homme.
Une personne entre dans le magasin.

— On note A I’événement : « la personne achete au moins un vétement »
— On note F I’événement : « la personne achete au moins un vétement pour femme »

— On note H I’événement : « la personne achéte au moins un vétement pour homme »

1. Calculer la probabilité que cette personne acheéte au moins un vétement.
2. Calculer la probabilité que cette personne a acheté des vétements pour homme et des vétements pour femme.

3. Calculer la probabilité que cette personne n’a acheté que des vétements pour homme.

EXERCICE 2

1
Soit f la fonction inverse définie pour tout réel x # 0 par f(x) = —.
X

1. Déterminer un encadrement de f(x) dans chacun des trois cas suivants :

a) —0,25 <x < —0,125. b) 102 <x< g. ¢) x>05.
p . . 4

2. Résoudre I'inéquation f(x) > 3

EXERCICE 3

PARTIE A

1\> 4
Montrer que pour tout réel x, 3x> +2x—1 =3 <x + §> -3

PARTIE B

Soit f la fonction inverse définie pour tout réel x # 0 par f(x) = —. On note J# sa courbe représentative dans
X

le plan muni d’un repere orthonormé.

L’hyperbole 77 est tracée ci-dessous en annexe.

1. a) Dans le méme repere, tracer la droite & d’équation y = 3x+ 2.

b) Soient A le point d’intersection de la droite & avec 1’axe des abscisses et B le point d’intersection de la
droite & avec I’axe des ordonnées.

Calculer les coordonnées des points A et B.

2. La droite & coupe I’hyperbole .77 en deux points M et N.

Calculer les coordonnées des points M et N.

3. Vérifier que les segments [AB] et [MN] ont le méme milieu.
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Année 2016-2017 CONTROLE N° 8 onde 3

EXERCICE 1

7-2
On considere la fonction homographique f définie par f(x) = _2x On note Cy sa courbe représentative dans
% —

le plan muni d’un repere.
1. a) Quel est I’ensemble de définition de la fonction f?

b) Calculer les coordonnées des points d’intersection de la courbe C avec les axes du repere.

B
2. a) Déterminer les réels A et B tels que f(x) =A+ >
x —_—

b) Etudier les variations de la fonction f sur I’intervalle ]2;+oo.

3. Résoudre I'inéquation f(x) > 298

EXERCICE 2
. . o . .. 5 15 —4x . .
Soit f la fonction définie pour tout réel x de I’intervalle | — 5; +oo | par f(x) = nrs Sa courbe représentative
X
%y est tracée dans le plan muni d’un repére orthogonal ci-dessous.
4 y
|
\\ )
\\ A
\\\
\\\
-2 -1 0 4 5 ) 1 1n | X
1. L’équation f(x) = —2 a-t-elle des solutions ?

2. Soit g la fonction affine définie pour tout réel x par g(x) = —)—26 +3.

a) Tracer la courbe D représentative de la fonction g dans le repere orthogonal précédent.

b) Etudier les positions relatives des courbes C et D.
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EXERCICE 1

ABCDEFG estun cube. Le point / appartient a la face ABFE et le point J appartient a la face BCGF'.

H G
|
|
|
E ! E J
| ]
|
|
|
|
D ____ | _____
/L ! C
// *
e
A B

1. Construire le point M intersection de la droite (AB) et du plan (F1J).
2. Construire I’intersection des plans (FIJ) et (ABC).
3. En déduire I'intersection P de la droite (1J) et du plan (ABC).

EXERCICE 2

b1 b1 3n

1. Calculer E = cos = x sin — —cos” | — |.
3 6 ( 4 )

2. Le pentagone ABCDE est inscrit dans le cercle trigonométrique %’

y

.

—

a) Par enroulement de la droite réelle sur le cercle trigonométrique, a quels réels de I’intervalle | — 7; 7]
sont associés les sommets de ce pentagone ?

1042
b) On donne sin 3?7[ = O+\/§

Calculer la valeur exacte de cos 3?

D
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EXERCICE 3
1
Soit f la fonction définie pour tout réel x par f(x) = — Exz +3x—1.

1. a) Donner le tableau de variation de la fonction f.

b) La proposition « Si —4 < x < 4 alors —21 < f(x) < 3 » est-elle vraie ou fausse ?
2. Soit @ un nombre réel.

a) Exprimer en fonction du réel a, les expressions f(3 —a) et f(3+a).

b) Calculer f(—2). En déduire les solutions de I’équation f(x) = —9.

EXERCICE 4
. . e ., . 3x+7
Soit f la fonction définie pour tout réel x de I’intervalle |—4; +oo| par f(x) = 4
X
5
1. a) Vérifier que pour tout réel x de I'intervalle | —4;+o0], f(x) =3 — PR
X

b) Etudier les variations de la fonction f.
2. On note 6 la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d’un repére orthogonal.
Calculer les coordonnées des points d’intersection de la courbe € avec les axes du repere.
3. Soit g la fonction affine définie pour tout réel x par g(x) =x—3,5.
On a tracé ci-dessous la courbe €7, tracer la courbe D représentative de la fonction g dans le méme repere.

y
3 Zn
J
A L
] —
-
1
-5 4 B / -2 1 0 4 3 ¢ 7 o) X

1
(O8]

!
iy

"\\\

1
W

1
@)

[
-

i
e <}

4. a) Montrer que pour tout réel x de I'intervalle | —4;+oco[ on a : g(x) — f(x) =

b) Etudier le signe de g(x) — f(x).
En déduire les positions relatives des courbes Cy et D.
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