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Chapitre 1

Généralités sur les fonctions

1/ Opérations sur les fonctions
a) Egalité de deux fonctions

Définition

Soient u et v deux fonctions. On dit que u et v sont égales et on note u = v si :
— u et v ont le méme ensemble de définition D.
— Pour tout z € D, u(z) = v(z).

Ezxemple : Les fonctions u et v sont-elles égales ?

1/ u et v sont définies par u(x) =3 — et v(x) =

x+1 x+1

2
2/ u et v sont définies par u(z) = x et v(z) = r
x

1/ w et v ont le méme ensemble de définition : R\{—1}
Pour tout z € R\{—1},

2 z+1)—2 3z+1
= = :v(x)
x4+ 1 xr+1 xr+1

u(z) =3 —

donc u = v.

2/ wu est définie sur R et v est définie sur R* donc u # v.

b) Opérations sur les fonctions

— Définition

Soient u et v deux fonctions définies sur D et A un réel.

— On définit les fonctions u + v, uv, Au, u + A de la fagon suivante :
(u+v)(z) = u(x) + v(z) (wv)(z) = u(x) x v(z)
(Au)(x) = A x u(x) (u+A)(z) =u(z)+ A

— Si, pour tout € D, v(x) # 0 alors on peut définir la fonction u par :
v
(3) @ -

Ezemple : Soit u et v les fonctions définies sur R par u(z) = x? et v(x) = x + 3. Déterminer u + v, uv,

2u, u+ 2 et E.
v

— Pour tout réel z, (u+v)(z) = 22 + z + 3; (w)(x) = 2?(z + 3) = 2 + 327 ; (2u)(z) = 227 et
(u+2)(z) =2*+2

— Pour tout réel x # —3, (%) (z) =
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c) Composition de fonctions

Définition
Soit u une fonction définie sur D,, et v une fonction définie sur D, et telle que pour tout
x € Dy, v(x) € Dy.

On appelle fonction composée de v par u la fonction notée u o v et définie sur D, par :
Pour tout € Dy, uov(x) = u(v(x))

Remarque : Il faut faire attention a 'ordre des fonctions. uwowv et v ou sont en général des
fonctions différentes. Il se peut qu’elles aient des ensembles de définition différents voire
que I'une existe mais pas 'autre.
Ezemple : Soit f la fonction définie sur [0;+oo[ par f(z) = /x — 1 et g la fonction définie sur R par
g(x) =2 + 3. Définir go f et fog. Sont-elles égales ?

— go f est définie sur [0;+oo] par go f(x) = g(f(z)) = (Vo —1)*+3 =2 -2z +4

— fog est définie sur R par fog(z) = f(g(z)) =vVa2+3-1

— go f et fog ne sont pas égales car elles n’ont pas le méme ensemble de définition. On peut ausi
remarquer que g o f(0) # f o g(0)

2/ Sens de variation

a) Sens de variation de la fonction u + A

— Propriété

Soit u une fonction défine sur un intervalle I et A un réel.
Si u est monotone sur I alors w et v + A ont méme sens de variation sur I.

— Démonstration
Cas ou u est croissante
Soient a et b deux réels de 1.
a < b= u(a) < u(b) car u est croissante sur I.

= u(a) + A < u(b) + A
La fonction w + A est croissante sur I.

b) Sens de variation de la fonction Au

— Propriété
Soit u une fonction défine et monotone sur un intervalle I et A un réel.
— Si A > 0 alors les fonctions u et Au ont méme sens de variation sur 1.
— Si A < 0 alors les fonctions u et Au ont des sens de variation contraires sur I.

— Démonstration

Cas ou u est croissante
Soient a et b deux réels de I. Si a < b alors u(a) < u(b) car u est croissante sur I.

— Si A > 0 alors Au(a) < Au(b) donc Au est croissante sur I.
— Si A < 0 alors Au(a) > Au(b) donc Au est décroissante sur I. \




6 Chapitre 1

c) Sens de variation de la fonction u o v

— Propriété
Soit © une fonction définie et monotone sur un intervalle J. Soit v une fonction définie
et monotone sur un intervalle I et telle que pour tout = € I, v(x) € J.
— Si u et v ont méme sens de variation alors u o v est croissante sur 1.
— Siwu et v ont des sens de variation contraires alors u o v est décroissante sur I.

— Démonstration
Cas ou u est croissante
Soient a et b deux réels de I. Si a < b alors v(a) € J, v(b) € J et v(a) < v(b) car
v est croissante sur I.
— Si w est croissante sur J alors u(v(a)) < u(v(b)) donc u o v(a) < wowv(b) donc
u o v est croissante sur I.
— Si w est décroissante sur J alors u(v(a)) = u(v(b)) donc uow(a) = uowv(b) donc

u o v est décroissante sur I. \

3/ Représentations graphiques

a) Représentation graphique d’une fonction  — u(x +a) + b

— Propriété
Soit u une fonction et v la fonction définie par v(z) = u(x + a) + b.
Dans un repére (O; 7, 7 ), on appelle €, et €, les courbes représentatives des fonctions

u et v.
— —
%, est 'image de €, par la translation de vecteur —a i + b j , autrement dit le vecteur

b

de coordonnées

Démonstration
|_Soient M(z;y) et M'(z — a;y +b).

Met, syt+b=vz—-a)ey+b=ulr—a+a)+bsy=ulz)s MEe%, \
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b) Représentation graphique d’une fonction Au

Propriété

Soit u une fonction et v la fonction Au Dans un repeére (O; 7', 7), on appelle %, et €,
les courbes représentatives des fonctions u et v. Si M est le point de %, d’abscisse x
alors on obtient le point d’abscisse x de %, en multipliant 'ordonnée de M par A.




Chapitre 2

Polynomes du second degré

1/ Généralités sur les polynémes
a) Définition
Définition
On appelle fonction polyndéme toute fonction f définie sur R par :
f(@) = apa™ + an_12™ '+ -+ a1z + ag

., a, sont des réels donnés.

ou ag, ai, ..

4
5 n’est pas un polynome.

Ezemple : © — —x® — 522 4+ Tz — 1 est un polynome. x — id
x

b) Propriétés (admises)

— Propriété

1/ Soit P le polyndéme défini par P(x) = a,z" + ap_12" 1 + -+ + a12 + ao.
P est le polynéme nul <= a9 =a; =--- =a, = 0.

2/ Soient P et @ les polyndmes définis par P(r) = a 2" + ap_12" 1+ -+ a1z + ag
et Q(x) = bpaP + by_12P~ L + - + byx + by avec a,, # 0 et b, # 0.

P_Q<:>{ nep

apg=bo; a1 =br; - a, =b,

Conséquence : L’écriture d’un polynéme est unique.

Ezemple : Si, pour tout ¢ € R, az® + bz +cx+d=22>—x+2alorsa=2,b=0,c=—1etd=1.

c) Degré

Définition
Soit P un polynéme défini par P(x) = a,z" + ap_12" 1 + -+ + a12 + ag avec a, # 0.
Le nombre n est appelé degré de P.

Ezemple : x+— —2® — 522 + 72 — 1 est un polynome de degré 3. x +— 3z — 2® est un polynome de degré 5.
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d) Racines d’une fonction

Définition
Soit f une fonction. On appelle racine de f toute solution de ’équation f(x) = 0.

Ezemple : 1 est une racine de x — —z° — 52% + 7z — 1. 0 est une racine de & — 3z — z°.

2/ Polynémes du second degré

Dans tout le paragraphe, P désigne un polynéme défini par P(z) = azx? + bz + ¢ avec

a # 0.

a) Forme canonique

Propriété et définition

Il existe des réels a et § tels que :

Pour tout z € R, P(z) = a ((x + a)% + ).

Cette écriture est appelée forme canonique de P.

Remarque : On appelle parfois forme canonique I’écriture de P sous la forme
P(z) = a(z +a)? +~

|— Démonstration
2 2
P(x):a$2+bw+cza<x2+éx+2>:a<<x+£) —b—+3>
a a
- ( +£>2+—b2+4ac
e\ 2a 4a? \

Ezemple : Ecrire la forme canonique du polynéme défini par P(z) = 222 + 4a + 6.

b) Discriminant

Définition
On appelle discriminant de P le réel A défini par A = b? — 4ac. I

Ezemple : Calculer le discriminant du polyndme défini par P(x) = 222 + 4z + 6.
A=4>—-4x2x6=16—48 = —32.

c) Racines

— Propriété
Les racines de P peuvent étre déterminée de la fagon suivante :
— Si A < 0 alors P n’a pas de racine réelle.

— Si A =0 alors P admet une racine réelle : ~%a"
a

—b-VA b+ VA
2a 20

— Si A > 0 alors P admet deux racines réelles :
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|— Démonstration
232 2
P(x) :a<<x+2i) +w> :a<<x+£) —A>
a

4a?

b\> A
— Si A <0 alors (w—i— )——2>0doncpourt0utx,P(x)7éO.

2a 4a
. b\? b
SlA:OalorsP(x):a(x+2—) doncP(x)-O(z)x——2—
a a
| by VA VA
SlA>0a10rsP(x)—a<<x+%>—%> <<x+% o
donc
b\ VA VA
P — - —_ —— = _— =
() =0 <= (x—i— 2@) o 0 ou (w—i— 2a) 70 0
~b+ VA —b+VA
=——— ou r=—7——
2a 2a

Ezemple : Déterminer les racines de P et QQ définis par

Px)=22"+4x+6 et Qx)=—2"—2z+1

Pour P : A = —32 < 0 donc P n’a pas de racine.

Pour Q: A=(-2)>-4x(-1)x1=4+4=8> 0 donc Q admet deux racines :
_()-VE_2-2/3
T T () —2 1+v2
_—(=2+VvB _2+2v2
2T T (1) ) “1-v2

d) Liens entre coefficients et racines

— Propriété

. . T+ re =
Si P admet deux racines x1 et x5 alors c
rro = —

a

— Démonstration

—b—\/Z+—b+\/Z_—2b b

TL T2 = 2a 2a T 2a :_E
_—b—\/ZX —b+\/K_ (=b)2—A  b*—b*+4dac  dac ¢
itz = 2a 2a B 4a? - 4a? 442 a \

e) Factorisation

Propriété

— Si A < 0 alors P ne peut pas étre factorisé.
b 2

— Si A =0 alors P(z )—a(x+—>

2a
— Si A >0 alors P(z) = a(x — x1)(x — x2) ou x1 et xo sont les racines de P.
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Démonstration

|_Le premier résultat s’obtient en remarquant que si P pouvait se factoriser, on au-
rait deux facteurs du premier degré auquel cas I’équation P(z) = 0 admettrait au
moins une solution, ce qui est contradictoire avec le résultat obtenu précédemment.
Les deux autres résultats ont été obtenus dans le cours de la démonstration pré-
cédente. \

Ezxemple : Factoriser P et QQ définis par
P(x)=22"+4x4+6 et Qz)=—x"—2z+1

Pour P : A = —32 < 0 donc P ne peut pas se factoriser.
Pour @ : Les racines sont —1 4 /2 et —14 /2 donc P(z) = —(z +1 — v2)(z + 1 + V2).

f) Signe
— Propriété
~ 51 A <0 alors Signe de P(x) Signe de a

b
@A T —0 ~ 2a o
Si A =0 alors Signe de P(z) Signedea 0  Signedea
— Si A >0 alors
x —00 Ty L2 o
Signe de P(z) Signedea 0 Signede —a 0 Signe dea

ou x1 et xo sont les racines de P et 1 < x9

— Démonstration )
b A
— Si A <0 alors <£C + —> — — > 0 donc P(x) est du signe de a.
2a 4a?

b\? b
— Si A=0alors P(z) =a (m + 2—) qui est du signe de a sauf pour ~5q"
a a

— Si A > 0 alors P(z) = a(x —r1)(x — r2) o 71 et 7 sont les racines de P. On
peut donc dresser le tableau de signe suivant :

x —00 T ) +00
a Signe de a Signe de a Signe de a
T — 2 — 0 + +
T — X9 - — 0 +
Signe de P(x) Signedea 0 Signede —a 0 Signe dea \

Ezemple : Déterminer le tableau de signe de P et Q) définis par

P(z)=20>+4x+6 et Qx)=—z*—22+1

Pour P : A > 0 donc

T —0o0 +00
Signe de P(z) +
Pour @ : Les racines sont —1 — V2et —14 /2 et de plus —1 < 0 donc
z —00 —1-+2 142 400

Signe de P(x) — 0 + 0 —
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g) Représentation graphique

— Propriété

Soit (O; %", 7’) un repére du plan.

_b
La représentation graphique de P est I'image par la translation de vecteur o < QA“)
4a

de la parabole représentant la fonction z — ax?.

C’est donc une parabole de sommet S ( b 'P(—%)).

— 555

Ilustration :
A>0 A=0 A <0
Factorisation de P(z) | a(x — z1)(z — x2) a(z — x0)? pas de factorisation
Equation P(z) =0 | 2 solutions x1 et 3 | une solution g pas de solution
\ TZb’ /
a>0 o ! 2 P(=3;)
i o = _5
,,,p(_l}b{;) +o 2a
: < 1P(=30) =2 —?bg
a<0 /9”1 % “\
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Dérivation des fonctions

1/ Généralités

a) Limite en 0
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant 0 et L € R.

On dit que f(x) tend vers L quand x tend vers 0 si on peut rendre f(z) aussi proche
de L que 'on veut pour x suffisamment proche de zéro. On note : lin}) hf(x) =1L
xr—

Ezemple : lim z2> = 0 limzx+1=1 lim vz +2—2=—2...
z—0 x—0 z—0
2
-2
Déterminer la limite en 0 de ~ 3 z
x
2 2
T° —2x T —2 T° —2x 2
P tout 0 = d li =—=.
our tout = # 0, Y 3 onc lim z Y 3

b) Nombre dérivé

— Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Soit a € I et h # 0 tel que a + h € I.

fla+h) - f(a)

On dit que f est dérivable en a si, lorsque h tend vers 0, le taux de variation de f entre
B) —

a et h tend vers un réel L autrement dit si lim flath) - fla) = L.

h—0 h
Ce réel L est appelé nombre dérivé de f en a et se note f/(a).

On appelle taux de variation de f entre a et h le réel

Ezemple : Démontrer que la fonction f : x — x> est dérivable en 2 et calculer f'(2).

Démontrer que la fonction g : x — /x n’est pas dérivable en 0.
Pour tout h # 0, 1e+h) = f2) = (2+};32_4 = h2z4h
Ainsi lim hw =4.

f est gsnc dérivabl}é en 2 et f'(2) = 4.
Pour tout h # 0, 90+h) = 9(0) :@:L

h h Vh

n’a pas de limite finie lorsque h tend vers 0 donc g n’est pas dérivable en 0.

=h+4

1
Or, —
Vh
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c) Interprétation graphique

Propriété

Soit f une fonction définie sur I et Cy sa représentation graphique dans un repere. Soit
acl.

Si f est dérivable en a alors f'(a) est le coefficient directeur de la tangente & Cy au
point A(a; f(a)). L’équation de cette tangente est alors : y = f/(a)(xz —a) + f(a).

fla+h)
Nlustration : Soit A(a; f(a)) € Cy.
Soit h # 0 et M(a+ h; f(a+h)) € Cy.
flath) - f(a) représente le coefficient

directeur de la droite (AM). Lorsque h tend vers 0,
M se rapproche de A et la droite (AM) tend a se f(a)
confondre avec la tangente a C'y en A.

Le quotient

Démonstration
|_Soit T la tangente & la courbe au point A. Son coefficient directeur est f’(a) donc
I’équation réduite de T est de la forme y = f'(a)z +b.

A €T donc f(a) = f'(a)a+bdonc b= f(a) —af'(a). | \

L’équation de T est donc y = f'(a)x+ f(a) —af’(a) soit y = f'(a)(x —a)+ f(a

d) Approximation affine

— Propriété

Soit f une fonction définie sur I et dérivable en a € 1.
— Il existe une fonction ¢ telle que pour tout réel h avec a +h € I :

fla+h) = f(a)+hf'(a) +ho(h) et lim hp(h) =0

— La fonction h — f(a) + hf'(a) est une approximation affine de f pour h proche de
0.

— Démonstration
Pour h # 0, on pose p(h) = — f'(a).

[ est dérivable en a donc lorsque h tend vers 0, ¢(h) tend vers f'(a) — f'(a) = 0.
De plus, hip(h) = f(a+h) = f(a) + hf'(a) soit fla+h) = f(a) +hf'(a)+he(h)

fla+h) - f(a)

2/ Calculs de dérivées
a) Fonction dérivée

Définition
Soit f une fonction défine sur un intervalle 1.
— Si, pour tout x de I, f est dérivable en z, on dit que f est dérivable sur I.
— La fonction définie sur I par z —— f’(x) est appelée fonction dérivée de f. Cette
fonction est notée f’.
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b) Dérivées usuelles

Fonctions constantes

— Propriété

Si f est la fonction définie sur R par :
alors f est dérivable sur R et pour tout réel x :

— Démonstration
Pour tout réel a et h # 0,

fla+h)—=f(a) k—k

h = !
[ est donc dérivable en a et f'(a) = 0.

Fonctions affines

— Propriété

Si f est la fonction définie sur R par : fl@)=mz+p
alors f est dérivable sur R et pour tout réel x : f!

— Démonstration
Pour tout réel a et h # 0,
fla+h)—f(la) mla+h)+p—ma—p
- —
f est donc dérivable en a et f'(a) =m

Fonction carré

— Propriété

Si f est la fonction définie sur R par : flx) = 22
alors f est dérivable sur R et pour tout réel x : f!

— Démonstration
Pour tout réel a et h # 0,

fla+h)—fla) (a+h)*—a®> 2ah+h®
Y = Y = . =2a+h
De plus, 2a 4+ h tend vers 2a lorsque h tend vers 0. f est donc dérivable en

a et
f'(a) = 2a.

Fonctions puissances

Propriété

Soit n un entier tel que n > 1.
Si f est la fonction définie sur R par :
alors f est dérivable sur R et pour tout réel x :

Résultat admis.
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Fonction inverse
— Propriété
1
Si f est la fonction définie sur | — oo; 0] U ]0; +o00[ par : fz)=—
x

alors f est dérivable sur | — oo; 0[ et sur ]0; +oo] et pour tout x #0:  f'(x)

— Démonstration
Pour tout réel a #£ 0 et h # 0,

1 1
fla+h) ~fl@) _ath a_a—(ath) -1

h h hala+h) a(a+ h)

1
Or ——— tend vers ——; lorsque h tend vers 0.
ala+ h) a?

1
f est donc dérivable en a et f'(a) = = \

Fonction racine carrée

— Propriété

Si f est la fonction définie sur [0 ; +oo[ par : flx) =z

alors f est dérivable sur |0 ; +oo[ et pour tout réel z >0:  f'(z)

— Démonstration
Pour tout réel a > 0 et h # 0 tel que a + h > 0,

fla+h) = f(a) _ \/a—i—h—\/az (Va+h—y/a)(Va+h+/a)
h h

h(vVa+h+ /a)
B a+h—a B 1
h(Va+h++a) Va+h+ya
1 1
Or, lorsque h tend vers 0, ————— tend vers ——
a T Vavheva T A
1

f est donc dérivable en a et f'(a) =

2Va

Fonctions trigonométriques

Propriété

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et pour tout réel x :

sin’(x) = cos(x) et cos’(z) = —sin(x)

Résultat admis.

c) Opérations sur les fonctions et dérivées

u et v désignent deux fonctions dérivables sur un intervalle I et A un réel.
Propriété

La fonction u + v est dérivable sur I et
La fonction Au est dérivable sur I et

(utv) =u +v.
(M) = M.
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Démonstration
|_Pourt0utaelet h#0telquea+hel:

(u+v)(a+h)—(u+v)(a) wula+h)+v(a+h)—ula)—uv(a)
h h
u(la+h) —ula) via+h)—ov(a)
h * h

dont la limite est u/(a) + v'(a) lorsque h tend vers 0.

(Au)(a+ h) — (Au)(a) _ Au(a+h) - Au(a) _ )\u(a +h) —u(a)

h h h
dont la limite est A\u’(a) lorsque h tend vers 0. \

Ezemple : Calculer la dérivée de la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par f(x) = 32> + 3i — 5z +2
x

f est dérivable sur |0 ; 4o0o[ car elle est la somme de fonctions dérivables sur |0 ; +o0of

1 1 1
et, pour tout = €]0 ; +oof, f(z) =3 x 2z + = X (——) —5 X —— ainsi :

3 x? 2z
) = 6 — —— — O
fz) =6z 3z2 2y/x
— Propriété
La fonction uv est dérivable sur I et (w) = v'v+uwv'.
La fonction u? est dérivable sur I et (u?) = 2uu.

— Démonstration
Pour tout a € I et h#0tel quea+hel:
(wv)(a +h) — (ww)(a)  u(a+ h)v(a+h) —u(a)v(a+ h) +u(a)v(a + h) —u(a)v(a)

h h
= ua +h) — u(a) xv(a+ h) + vla+h) = via) xu(a)
h h
tend vers u/(a) tend vers v/ (a)

Ainsi uv est dérivable et (uv)’ = v'v + uv'.

dont la limite est u/(a)v(a) + v'(a)u(a) lorsque h tend vers 0. \

Ezemple : Calculer la dérivée de la fonction f définie sur R par f(z) = (2® 4+ 1)(z® +2)
f(z) = u(z)v(z) avec u(z) = 2% 4+ 1 et v(z) = 2° + 2.
f est donc dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R et

f(z) = 22(2° + 2) + 52 (2” + 1)

— Propriété
Si v ne s’annule pas sur
.1 .. 1\’ v
La fonction — est dérivable sur I et -] =-=
Y v / //U !
La fonction u est dérivable sur I et (E) _uv _21“)
v v v

— Démonstration

Pourtout a € I et h£0tel quea+h el :
1 1

vet+h) w(e) _wvle)—vlath) = vla+h)—v(a) 1
h hv(a + h)v(a) h v(a)v(a + h)
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dont la limite est —v'(a) x

1 1 / /

Ainsi — est dérivable et (—) - v
v

De plus

Ezemple : Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur]2 ; +oo[ par f(z) = 2:c3: 1 et de la fonction
3z +5
P R _3dx+5
g définie sur R par g(x) 927 11

Pour tout z €]2 ; 4o0[, f(z) = A X avec A = 3 et u(z) = 2z — 4.

1
u(x)
f est donc dérivable sur |2 ; 4oof et f(z) =3 X (_ = i 4)2) _ (217—764)2‘

v(x)

g est donc dérivable sur R et

avec u(x) = 3z + 5 et v(x) = 22% + 1.

Pour tout réel z , g(z) =

() = 3(22° +1) —4z(3x +5)  —62° — 20z + 3
9= (222 + 1)2 T (221 1)

Propriété

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle J et v une fonction définie et
dérivable sur un intervalle I telle que, pour tout x de I, u(z) € J.
La fonction f o u est dérivable et, pour tout réel x de I :

(f ou)'(x) = u'(x) x f'(u(x))

Ezemple : Calculer la dérivée de la fonction g définie sur R par g(x) = cos (Qx + g)
Pour tout réel z, g(x) = f ou(x) avec u(z) = 2z + g et f(x) = cos(x).

g est donc dérivable sur R et ¢'(z) = —2sin (Qx + g)

3/ Applications de la dérivation

a) Dérivée et variations

Propriété
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
— [ est croissante sur I si et seulement si pour tout x de I, f'(z) >
— f est constante sur I si et seulement si pour tout x de I, f'(z) =
— f est décroissante sur I si et seulement si pour tout x de I, f'(x)

Propriété admise.

Remarques : On utilise souvent les résultats suivants.

— Si, pour tout x de I, f'(x) > 0 alors f est strictement croissante sur I.

— Si, pour tout = de I, f'(x) < 0 alors f est strictement décroissante sur I.

Ezemple : Etudier les variations de la fonction f définie sur R par f(z) = 2* 4 2.

f est dérivable sur R et pour tout z € R, f'(z) = 3z% + 2 > 0.
La fonction f est donc strictement croissante sur R.
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b) Extremum local

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et xg € I.

On dit que f(zo) est un maximum local (respectivement minimum local) de f si 'on
peut trouver un intervalle ouvert J inclus dans I et contenant xzg tel que pour tout
x € J, f(x) < f(xo) (respectivement f(z) = f(zo))-

Ezemple : Une fonction est représentée ci-contre.
Son minimum est —2

Son mazximum est 2.

—1 et —2 sont des minimums locaux

1 et 2 sont des maximums locauz.

Propriété

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et xg € I.
Si f(xo) est un extremum local de f alors f’'(zp) = 0.

Remarque : La réciproque de cette propriété est fausse.

Propriété

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et xg € I.
Si f’ s’annule en changeant de signe en xq alors f(z() est un extremum local de f.
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Limites

1/ Limites d’une fonction en l’infini

a) Limite réelle en l’infini, asymptote horizontale

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [A ; 4o0o[. On dit que f tend

vers ¢ lorsque x tend vers 400 si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient aussi toutes

les valeurs de f(z) pour z suffisamment grand.

On note lim f(x)="~¢.
r——+00

Remarque : on peut définir de méme lim f(z).
r— —00

Ezemple : Soit f la fonction définie sur [1 ; +oo[ par f(z) =
1+ l Démontrer que lim f(z)=1.
X T — 400

Soit a € R.
1
fx) €]l —a; 1+a[<:>1—a<1+;<1+a

1
> —a< —<a
x

1
& x> —  car x est positif.
a

Ainsi pour z > 1, f(x) € )1 —a ; 1+ af donc
lim f(z)=1.

x—+00

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [A ; +oo[ et € sa courbe
représentative dans un repere. Si liril f(x) =L ousi lim f(z) =/, on dit que la
T— 100 Tr——00

droite d’équation y = ¢ est asymptote a €.

Limites usuelles

Propriété
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b) Limite infinie en linfini

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [A ; 4o0o[. On dit que f tend

vers 400 lorsque x tend vers +oo si tout intervalle de la forme |M ; +o00] contient toutes

les valeurs de f(z) pour z suffisamment grand.

On note lim f(z) = +oc.
r——+00

Remarque : on peut définir de méme lirf flx) =
T—>1T00
—00...

Ezemple : Soit f la fonction définie sur [1 ; +oo[ par f(z) =
2 . .
+3. D t 1 = +400. B
x émontrer que lim fx) 00 r
Soit M € R.

f@)>Me > +3>Mea>>M-3

Sr>vVM -3 pour M > 3. /

Ainsi pour z > vM — 3, f(z) > M donc lim f(x) =

x—+00
+00.

Limites usuelles

Propriété

lim z=400; lim z=—o00; lim z?=400; lim z°=+400; lim vz = 4o0.
T—+00 r——00 T——400 r——00 T——+00

2/ Limite d’une fonction en un point

a) Limite réelle en un point

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I. On dit que f tend vers L lorsque
x tend vers a si tout intervalle ouvert contenant L contient aussi toutes les valeurs de
f(x) pour z suffisamment proche de a.

On note illr:lr af(x)= L.

Remarque : %in?vaf(x) =L & lin}LOf(a%—h) =L

2.

1 S|
Ezemple : lim xx =0; lim zz> =0; lim x( + ) _
x—0 r—0 2—0 T

b) Limite infinie en un point, asymptote verticale

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I. On dit que f tend vers 400
lorsque x tend vers a si tout intervalle de la forme |M ; +o00| contient toutes les valeurs
de f(x) pour z suffisamment proche de a.

On note lim af(x) = +oo.
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Remarque : On peut définir de méme lim af(z) =
r—x

—0Q.

Ezemple : Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = —.
Démontrer que lim z f(x) = +o0.
x—0

Soit M € R

1 2 1
f($)>M<:>P>M<:>$ <M

1
Ainsi pour ——— < z < —, f(z) > M donc
p i f(z)

lin}) zf(z) = +oo.

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I. Soit € sa courbe représentative

dans un repére.

Si lim af(x) = 400 ou lim af(x) = —oo, on dit que la droite d’équation x = a est
r—T r—x

asymptote & 6.

Limites usuelles

Propriété

3/ Asymptotes obliques

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [A ; +oo et € sa courbe
représentative dans un repere. Soient a et b deux réels avec a # 0.

Si lirf (f(z) — (az + b)) =0 (resp. lim (f(x)— (az + b)) = 0), on dit que la droite
d’équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe € en 400 (resp. en —00).

Interprétation graphique :

Le point M a pour coordonnées (x; f(x)) et le
point N a pour coordonnées (z;az + b).

La distance M N est donc égale a

|/ (x) = (az +b)|
Ainsi, si liIJIrl (f(x) — (ax + b)) = 0 alors la
longueur M N tend vers 0.

La courbe « se rapproche » de la droite et tend
a « suivre la direction » de la droite.
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1
Ezemple : Soit f la fonction définie sur R* par f(x) =2z — 1+ — et soit € sa courbe représentative. Soit
x

2
d la droite d’équation y = 2x — 1.
Démontrer que d est asymptote a € en +oo.
1
Pour tout z # 0, f(z) — (22 - 1) = —.
T
1
Or lim — =0.
r——+4oo T
Ainsi, d est asymptote a € en +o0.

4/ Opérations sur les limites

Dans les tableaux suivants, a désigne un nombre réel, +00 ou —oo.

a) Somme de fonctions

Si %13% af(z) = 14 l ¢ | +oo | +o0 | —00
et lim ag(x) = v 400 | =00 | 400 | —00 | —00
alors mhn:lv af(x)+glx)=| L+ | +oo | —0c0 | 400 | 777 | —00

Remarque : 777 signifie que 'on ne peut pas conclure. Cela ne signifie pas que la limite
n’existe pas mais simplement qu’on ne peut pas la trouver directement. On parle de « forme

indéterminée ».

1
FExzemple : Déterminer lim 24 =.
x—+00 T

lim z® =400

T — 400 . 1
donc lim z?+ = = 40
lim — =0 z—+00 x
r——+4oco T

b) Produit par une constante

k désigne un nombre réel différent de 0.

Si %mgc af(r)= | £ | 400 | 400 | —00 | —00
et k>0 |k<0|k>0]k<O0
alors %Hnm akf(x)= |kl | 40 | —o0 | —o0 | +o0
c) Produit de fonctions
Si ilmm af(x) = l t#£0| 0 | 400 | 400 | —00
et lim ag(x) = 4 +oo | oo | 400 | —00 | —00
alors  lim af(x) x g(z) = | €% 0| £oo | 777 | 400 | —o0 | +0

Remarque : +o00 signifie +00 ou —oo. Dans le cas de la troisieme ligne, c’est la reégle des

signes d’un produit qui permet de conclure.

Ezemple : Déterminer lim (l - 1) (z® +2).

r—+oo \T
1
lim = —1=—1 1 ,
T—+00 x2 donc lim (— — 1) (z"4+2)=—00
lim z°+4+2=+o00 z—+oo \ T

T—+00
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d) Quotient de fonctions

Si lim af(z) = 14 ¢ | 0#0] 0 | £oo | £o0
X—X
et lim ag(z) = | ¢/ #0 | £o0 0 0 0| fo0
r—x
l
aors Tmal® — | L | o | teo | 277 | 2o | 777
2w g() 4
s . . —3x 4+ 2
FExemple : Déterminer ilir; 1 w12
lim 1 -3z 42=—1 R P
lim 1(z — 1)2 =07 donc ilgi L (x—1)2 -

e) Exemple d’étude d’une forme indéterminée

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 22 — 3z + 5.
Etudier les limites de f en +o00 et —o0.
{ lim 2% = +oco

lim —3z+5=+oc0 donc xll»lzloo f(z) = +o0

- 3. 5
Pour tout z # 0, f(z) = 2° (1 _ 24 _2)
3 T x
lim = =0 3 5
roteo k donc lim 1--+—==1
lim — =0 T—+o0 r x
T—+00 372
De plus, lim z° = +oo
xr—+00

Ainsi lim f(z) = +oo.
T —+00

Chapitre 4



Chapitre 5

Vecteurs de ’espace

1/ Rappels
a) Généralités
Axiomes d’incidence

Les axiomes d’incidence de la géométrie dans I’espace sont des axiomes qui fournissent des
relations entre les points, les droites et les plans de cette géométrie.

— axiomes
— Par deux points distincts A et B de l'espace il passe une et une seule droite. Cette

droite peut étre notée (AB).
— Etant donnés deux points A et B, il existe C tel que A, B et C ne soient pas alignés.
Par ces tois points, il passe un et un seul plan. Ce plan peut étre noté (ABC).
— Si A et B sont deux points d’un plan P, tous les points de la droite (AB) appartiennent
au plan P.

Conséquence

Un plan peut étre déterminé par I'une des conditions suivantes :

Trois points non alignés Deux droites sécantes Une droite et un point
4 d 4
¢ d
B , —
P P d P
Propriété

Propriété
Les résultats de géométrie plane s’appliquent dans chaque plan de ’espace. I

On peut donc utiliser dans chaque plan le théoreme de Pythagore, les caractérisations des
triangles semblables et isométriques, la trigonométrie, etc.
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b) Positions relatives de droites et plans

Deux droites

On considere deux droites de I'espace.

Définition
— ¢’il existe un plan contenant ces deux droites on dit qu’elles sont coplanaires. Elles

sont alors sécantes ou paralléles.
s’il n’existe pas de plan contenant ces deux droites on dit qu’elles sont non coplanaires.

’ ’ !
~7 [ =/

d/

Une droite et un plan

On considere une droite et un plan de ’espace.

Propriété
— ¢’ils n’ont aucun point commun, la droite est strictement paralléle au plan.

— ¢’ils ont un unique point commun, la droite et le plan sont sécants.
— s’ils ont plus d’un point commun, la droite est incluse dans le plan.

U

Deux plans

On considere deux plans de 'espace.

Propriété
— ¢’ils n’ont aucun point commun, les plans sont paralléles.
— s’ils ont au moins un point commun mais sont distincts, les plans sont sécants et leur

intersection est une droite.

— ¢’ils ont trois points commun non alignés, les plans sont confondus.
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Q

c) Parallélisme
Une droite et un plan

Propriété
Si une droite d est parallele & une droite d’ alors la droite d est paralléle a tout plan
contenant d’.

Deux plans

Propriété
Si deux droites sécantes d’un plan P sont respectivement paralleles a deux droites sé-
cantes d’un plan Q, alors les plans P et () sont paralleles.
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2/ Vecteurs de ’espace
a) Généralités

La notion de vecteur vue en géométrie plane se généralise a ’espace. Les propriétés sui-
vantes, en particulier, restent vraie :
— Propriété

— Pour tout point O de I'espace et tout vecteur @, il existe un unique point A tel que
—
OA =

. % % \
Pour tous points A, B, C' et D de 'espace, AB = CD <= ABCD est un parallelo-

gramme. . S '
Pour tous points A, B et C de l'espace, AB + BC = AC (relation de Chasles)
— La définition du produit d’un vecteur par un réel ainsi que les regles de calcul sont
les mémes que celles du plan.
— Deux vecteurs @ et v sont colinéaires s'il existe deux réels a et b non nuls simulta-
’ — — Iy
nément tels que au +bv = 0.

b) Caractérisation vectorielle d’une droite

— Propriété

— Soit A un point de 'espace et w un vecteur.
L’ensemble des points M de l'espace tels que AM et U sont colinéaires (c’est-a-dire
——

AM = kW ol k est un réel) est la droite passant par A et de vecteur directeur w’.

— Soient A et B deux points de I'espace.

. . - - . 7’ .

La droite (AB) est 'ensemble des points M tels que AM et AB sont colinéaires.

c) Caractérisation vectorielle d’un plan

— Propriété
— Soient A, B et C trois points non alignés de I'espace.
. — — —

Le plan (ABC) est ’ensemble des points M du plan tels que AM = xAB + yAC'.

— Soit A un point de I'espace et u et v deux vecteurs non colinéaires.
—

L’ensemble des points M de l'espace tels que AM = zu + yv o x et y sont des
réels est un plan que 'on note (A; u, V).

Démonstration
|_ A, B, C étant non alignés, les vecteurs AB et AC' ne sont pas colinéaires, donc
— —
(A; AB, AC)) est un repére du plan (ABC'). Donc si M appartient a ce plan il
— —_— —
existe un couple de réels (z;y) tels que AM = xAB + yAC'.

Remproquement considérons M un p01nt de 'espace défini par AM = zAB +
yAC' avec x et y réels. Puisque (A4; AB AC) est un repere du plan (ABC), il
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— — —
existe dans ce plan un point N de coordonnées (x;y) tel que AN = xAB +yAC
— —
alors AM = AN et M = N donc M € (ABC).
— Soit B le point tel que AB = u et C' le point tel que AC = v". L’ensemble des
—
points M de l'espace tels que AM = xw + yv est alors le plan (ABC). \

d) Vecteurs coplanaires
Définition
On dit que des points sont coplanaires s’ils sont situés dans un méme plan. On dit que

trois vecteurs @, v, w sont coplanaires lorsque, ayant choisi un point O quelconque, ce
. . foo s A — AD . = A~ — .
point O et les points A, B, C' définis par OA = v, OB = v, OC = w sont coplanaires.

Propriété

. — — — .

Soient u’, v et w trois vecteurs de I’espace.

— — — . . PR . . p

u, v et w sont coplanaires si et seulement si il existe trois réels a, b et ¢ non nuls
. , — — — =
simultanément tels que aw +bv 4+ cw = 0.

Remarque : On peut aussi démontrer la caractérisation suivante.
v et w sont colinéaires
W, v et w sont coplanaires <= N N N
ouu =av + fw
Démonstration
|_ Supposons u, v et w coplanaires. Soit O un point de Iespace et A, B, C définis
— - == == N
par OA =4, 0B =7, 0C = .
Les points O, A, B et C sont donc coplanaires.
— —
Si O, A et B sont alignés alors OA et OB sont colinéaires donc il existe des
—_— — —
réels x et y non nuls simultanément tels que zOA + yOB = 0. On a alors
— — — Y
zu +yv +0wW = 0.
. . 7 —~ g N
Si O, A et B ne sont pas alignés alors (O; OA,OB) est un repére de (OAB) et
. . 7 = —— ——= .
comme C € (OAB), il existe des réels z et y tels que OC = zOA + yOB soit
— - = -
zu +yv —w = 0. R
— Supposons aw +bv +cw = 0.

— a— b—
Sic # 0 alors OC = ——0OA —-0B donc les points O, A, B et C sont coplanaires
c

- — — ¢ .
donc u', v" et w sont coplanaires. \
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3/ Caractérisation vectorielle du parallélisme

a) Parallélisme d’une droite et d’un plan

— Propriété

Soit d une droite dirigée par un vecteur @ et P un plan dirigé par des vecteurs v et

w.

— d est parallele & P si et seulement si P contient deux points A et B tels que o et AB
sont colinéaires.

TR B L= = — .
— d est parallele a P si et seulement si v', v" et W sont coplanaires.

— d

d/oi/—l,)'/ /‘}v/

7 B — // // d/
A vyw
P b v

Démonstration
|_Deuxiéme propriété :

Soit A € d, B € P et d’ la droite paralléle & d passant par B. Soient E, F,G, H

telsqueﬁzﬁ,ﬁz?,ﬁzﬁetgazﬁ.

— Si d est parallele & P alors comme d’ est parallele & d elle paralleéle & P. Comme
B est commun & d’ et P alors d’' est incluse dans P donc G est dans P. Ainsi
B,E, F,G sont dans P donc coplanaires. Il en résulte que les vecteurs o', v,
w sont coplanaires.

— Réciproquement, si ces vecteurs sont coplanaires alors les points B, E, F, G sont
coplanaires dans P. Comme d' = (BG) alors d’ est incluse dans P donc paralléle
a P. Comme d’ est parallele & d alors d est parallele a P. \

b) Parallélisme de deux plans

Propriété

Soit P un plan dirigé par @ et v et Q un plan dirigé par w’ et v".
P est parallele & Q si et seulement si @, v, @’ d’une part, et w, v, v’ d’autre part,

sont coplanaires.
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Démonstration
|_SoitA€PetB€Q.
— Si Q est parallele & P alors D(B,v"’) est parallele a P car elle est incluse dans
Q. Alors d’apres le théoréme précédent @, v, v’ sont coplanaires.

A . — = — .
De la méme fagcon on démontre que ', v, @’ sont coplanaires.

s . = > —> . — N N
— Réciproquement, si w’, v, v’ sont coplanaires alors D(B,v”) est parallele a

P et il en est de méme pour D(B,u”’). Ainsi Q contient deux droites sécantes

paralleles a P il est donc parallele a P. \

4/ Repérage dans 1’espace

a) Repére de l'espace

— Définition

Choisir un repere cartésien de l’espace, c’est se donner un point O appelé origine du
N . — — 77 . Lo .

repere, et un triplet (727, 7", k) de vecteurs non coplanaires (ce qui signifie, si on note

— A7 = At T A . .

v =01,7 =0J, k =0K, queles points O, I, J, K ne sont pas coplanaires). On note
—_ — - N . — — - 7

(O;7%7,77°, k) ce repere. Le triplet de vecteurs (7", )", k) est appelé base des vecteurs

de l’espace.

—
k

s

=|

b) Coordonnées
Coordonnées d’un point

— Propriété et définition

N

(0;7,77, k) est un repere de I'espace.

Pour tout point M de 'espace, il existe un unique triplet (x;y; z) de nombres réels tels
— N N —

que OM =z 4y ) +z2k. .

(w;y; 2) sont les coordonnées du point M dans le repére (O; 7,7, k). = est I'abscisse,

y lordonnée, z la cote du point M dans ce repere.

— Démonstration

Existerge : _
7,7, k ne sont pas coplanaires donc le plan (O;7,7") et la droite (M; k)
ne sont pas paralléles. Notons M’ leur point d’intersection, M’ est dans le plan
— — . . , =7 — —
(O;77,77) donc il existe deux réels x et y tels que OM =x7" +y7 .
— — —
Les vecteurs M'M et k sont colinéaires, donc il existe un réel z tel que M'M =
—
2k N . A7 AN A — — N
Alors, d’apres la relation de Chasles, OM = OM’' + M'M =z 4y +zk.
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Unicité : . -

Supposons OM =27 +y 7 +zk =2'7 +y 7 +2 k.
AN

Onaalors (z—a2)7 +(y—9)7 +(z—2)k =0

~

pas coplanaires, on a nécessairement x = 2/, y =y

R
. Comme 7, J et k ne sont
et z = 2.

Coordonnées d’un vecteur

— Définition

— —_—
Soit (O; %", 7, k) un repere de I'espace, w un vecteur et M le point tel que OM = .
—
Par définition, les coordonnées (z;y;2) de M dans le repére (O; 7,7, k) sont les co-
‘ — — — 77
ordonnées de u” dans la base (77, 7, k).

— Propriété

RN

Soit (O; 7,7, k) un repere de 'espace, A(xa,ya,24) et B(zs,ys, 2B).
—

Les coordonnées du vecteur AB sont (Xp — TA,YB — YA, 2B — ZA)-

— Démonstration

A—B>:A—d—{—O—B):O—B>—O—A>::EB7+y]37—|—213?—30147—y147—zAE>

= (rp—2)T + (ys —ya)T + (2 — 22) \

c) Calculs sur les coordonnées

— Propriété

-
Soit (O; 7,77, k) un repére de l'espace, u (x,y,2), v (2',y',2') deux vecteurs et A un
réel.

U4V (z+ 2y +y, 2+ 2) et AU (Ax, Ay, A2).

— Démonstration

—

U —{—7:ac?%—y?%—z?+:r3/7—i—y'?%—z/?:(ac+:r:’)7+(y—i—y')7+(z—|—z/)z>
KT =k(x T +y T +2k) =ka T +kyT +hek \
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— Propriété

RN
Soit (0; 7,7, k) un repere de 'espace, A(x,ya,24) et B(zp,yn, 2B).
TA+ZITB YA +YB 2A+ 2B

Le milieu I de [AB] a pour coordonnées

2 ’ 2 7 2

— Démonstration

1 — — 1 — —
I:§(OA+OB):§(xAT+yA7+ZAk +x37 +yp ) +28k)

:wA%z-wB7+yA%2-yBT+ZA%2-ZB? \

5/ Repére orthonormal, distance dans 1’espace

— Définition

Deux vecteurs non nuls «” et v” sont dits orthogonaux si leurs directions sont orthogo-
nales.
Par convention, le vecteur nul est orthogonal a tout autre vecteur.

— Définition

_
Un repere (O; 7, 7, k) est un repére orthonormal si 7,
gonaux et de norme 1.

— 77 N
7", k sont deux a deux ortho-

—
k

=]

— Propriété
Dans un repere orthonormal
1/ Si W a pour coordonnées (a;b;c) alors || ||> = a® + b? + 2
2/ Si M et P ont pour coordonnées (z;y; 2) et (z';9/;2')
alors MP? = (' —2)? + (v —y)? + (2 — 2)2
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A
c ~
\‘M
I
— I
k I
I
I
! b
I >
0 — ! ST
— J [ L7
2 | s
| 7
7
,
a 777777777777777
m

Démonstration
|_ 1/ Soit M(a;b;c) et m(a,b,0). On a alors w = OM donc ||u'||> = OM?.
Comme le repeére est orthonormal OMm est rectangle en m.
Donc OM? = Om? + mM?
— Dans le plan (zOy) muni du repére orthonormal (O; 7", 7") les coordonnées
de m sont (a;b) ainsi Om? = a? + b?
s — s — s
~ mM = ck donc |mM | = ||| k | ainsi |mM ||?> = c?

On a alors OM? = a?> +b*> + 2
—
2/ On applique ce qui précéde au vecteur M P. \
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Barycentres

On se place dans le plan ou dans I’espace.

1/ Barycentre de deux points
a) Définition

— Théoréme et définition
Soient A et B deux points quelconques, « et 3 deux réels.

— —
Il existe un unique point G du plan tel que aGA+GGB = 0 si et seulement si a+ 5 # 0.
Ce point est appelé barycentre du systéme de points pondérés (A, «); (B, 3). On note
G = Bar {(4,0); (B, B)}.

— Démonstration
Quels que soient o et 3 :

— —>—>—>6>

— — — — —_— —
aGA + BGB = 0 <= aGA + B(GA + AB) = 0 <= aGA + BGA + BAD =

—

< (a+ B)GA = —BAB <= (a + B)AG = BAB

— —_—
1/ Si o+ B # 0 alors I"équation équivaut & AG = n ﬁAB'
a

Le point G existe et est unique.
. ’ . 7’ . \ = -
2/ Si o+ 8 = 0 alors ’équation équivaut & SAB = 0.
Cette n’équation n’admet pas de solution si A # B et 8 # 0 et en admet une

infinité si A = B ou 5 = 0. \

Ezemple : Deux points A et B étant donnés, placer G = Bar{(A4,2);(B,1)}.
G =Bar{(4,2);(B,1)}
—_— — —
<—2GA+GB =0
—

— —_— —

<—2GA+GA+AB =0
— —_—

<= 3AG = AB

e
Q
Sy,

— 1—
— AG = gAB
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b) Propriétés
Dans tout le paragraphe, A et B sont deux points quelconques, a et 3 deux réels tels que
a+pf#0et G=DBar{(4,a);(B,0)}
Homogénéité

— Propriété

Soit k un réel. Si k # 0 alors G = Bar {(4, ka) ; (B, kB)}. I

— Démonstration
Sik # 0 alors :

G =Bar{(4,a);(B,3)} < aGA + BGB = 0 <= k(aGA + BGB) = k0

GB 6><:>G:Bar{(A,ka);(B,k:ﬁ)} \

—
<— kaGA + kBGB =
Ezemple : Démontrer que l’on peut exprimer G comme barycentre de A et B de telle fagon que la somme

—
0

des coefficients soit égale a 1.
Si G = Bar{(A4, «a);(B,3)} alors G = Bar { (A, a—iﬂa) ; (B, Flﬁﬂ) } car o+ 3 # 0.

OnaainsiG—Bar{<A, @ >;(B7 B >}avec @ + B =1
a+p a

Position du barycentre

— Propriété
Si A et B sont distincts alors G € (AB). Autrement dit, A, B et G sont alignés.
Si, de plus, « et 5 sont de méme signe alors G € [AB].

— Démonstration

— — —
G =Bar{(4,a);(B,f)} <= aGA+pGB = 0
— —=
Les vecteurs GA et GB sont donc colinéaires et G, A et B sont alignés.

De plus, on a obtenu au cours de la premieére démonstration le résultat suivant :

— 6 —-—
AG = AB
a+p
or si a et 0 sont de méme signe alors f_ 3 est positif et inférieur a 1.
o
Ainsi G € [AB].
— Propriété

Réciproquement, si A # B, tout point de la droite (AB) est le barycentre de A et B
affectés de coefficients bien choisis.

— Démonstration N
Si M € (AB) alors AM et AB sont colinéaires donc il existe un réel k tel que

—_— —
AM = kAB.
On a alors :

— — — —_— = —

AM =kAB <= AM —kAB = 0 <= AM — k(AM + MB)= 0

— — [N

< AM —kAM —kMB =0 <— (k—1)MA —kMB =

De plus, k—1—k=—17#0donc M =Bar{(A,k—1);(B,—k)}.

—
0
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Isobarycentre

Propriété
Si a = 3, alors G est appelé isobarycentre de A et B. G est alors le milieu du segment

[AB].

Démonstration immédiate

Réduction vectorielle

— Propriété
Quel que soit le point M, aMA + MB = (a+ 3)MG. I

— Démonstration
Quel que soit le point M,

— —_— = — — — —
aMA+MB =a(MG +GA)+ (MG +GB) =aMG + aGA + MG + GB
— (0 + B)MG + aGA + BGB = (a + B)MG
v J
=0

Ezemple : Soit G = Bar{(A,2);(B,5)}. Exprimer AG en fonction de AB.
— — —_— 5—
L’égalité précédente pour M = A donne 5AB = TAG. On a donc AG = ?AB.

c) Coordonnées du barycentre

— Propriété
Soit (O;7,7") un repére du plan. Soit A(xa;y4) et B(zs;ys).

Si G = Bar {(4,q);(B,3)} alors G (szigxfg? ayzigyfz)

Dans un repere de I’espace, il suffit de faire le méme calcul sur la troisieme coordonnée.

— Démonstration

—— —— =1
Quel que soit le point M, on a aMA + BMB = (a+ f)MG.
Cette égalité est donc valable en particulier pour M = O.

— — — = o — 6 ==
On a donc aOA + OB = (a + 3)OG soit OG = ——0A + OB
a4+ a4+
, A TA , ~5 B
Les coordonnées de OA sont (y ) et les coordonnées de OB sont Y
A B

o Ta+ B8 T ara+Brp
On en déduit que les coordonnées de OG' sont (O“;B A O‘Eﬁ B) = < ayj‘igw .
oy + Ly e
a+BYA T atp a+

Ezemple : Dans un repére du plan, on a A(3; —2) et B(—1;4). Déterminer les coordonnées de G barycentre

de (A,2);(B,3).
On a:

xG:Qxa:A—&—SxxB:2><3+3><(—1):g
2+3 5 5
_2><yA+3><yB_2X(*2)+3X4_8
ve = 2+3 - 5 ~5

2 8
Ainsi 2.2
1ns1G( ; )
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2/ Barycentre de trois points

Les définitions et propriétés du paragraphe précédent s’étendent au cas de trois points
pondérés.

a) Définition

— Théoreme et définition
Soient A, B et C trois points quelconques, «, et v trois réels.

- — — —
Il existe un unique point G du plan tel que aGA + 6GB +~vGC = 0 si et seulement
sia+ B+~ #0.
Ce point est appelé barycentre du systéme de points pondérés (A4, «); (B, 3); (C,v). On
note G = Bar {(A, a); (B, 3);(C,v)}

— Démonstration

Quels que soient «, B et v :
— — — — — —_—  — —_— —
aGA 4+ 0GB +79GC = 0 <= aGA + f(GA + AB)+~v(GA + AC) =
— — — — —
<— aGA 4+ fGA + BAB +vGA +~AC = 0
— — —
— (a+p+v)GA = —BAB —~vAC
—_— —_ —
<~ (a+ [ +7)AG = BAB +yAC

1/ Sia+ B+ v # 0 alors I'équation équivaut a

Val B == -
AG = AB + AC
a+ B+ a+ B+
Le point G existe et est unique.

N
0

|

|
<l

2/ Si a+ [+~ =0 alors I'’équation équivaut a ﬁzﬁ +~AC =
Cette n’équation n’admet pas de solution si ﬁzﬁ +~AC # 0 et en admet

— — —
une infinité si BAB +~yAC = 0. \

b) Associativité du barycentre

|

—
0

Propriété
Soient A, B et C trois points, «, § et «y trois réels tels que a + 8+ v # 0 et a+ 3 # 0.
5 { G =Bar{(4,a);(B,0);(C,7)}
H =Bar{(A,a);(B,3)}

alors G =Bar{(H,a+ 3);(C,v)}
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Démonstration
|_ G = Bar {(A,0): (B,):(C.7)}
Supposons que B
o

H =Bar{(A4,a);(B,0)}

On a alors :
(a+ B)GH +~GC = aGH + fGH +~GC = aGA + aAH + 3GB + BBH +~GC

— — — — — —
= aGA + BGB +~7GC +aAH + BH = 0

— —

=0 =0

G =Bar {(H,a+f);(C,7)} \

Ezemple : Trois points A, B et C étant donnés, placer G = Bar{(A,1);(B,1);(C,2)}.

Conclusion :

C
Posons H = Bar{(A4,1);(B,1)}. H est donc le mi-
lieu de [AB].
D’apres la propriété d’associativité,
G = Bar {(H,2); (C,2)}.
G est donc le milieu de [CH]. G
A H B

c) Propriétés

Dans tout le paragraphe, A, B et C sont trois points quelconques, «, § et v trois réels tels
que a+ [ +7v#0et G =Bar{(4,a);(B,5);(C,7)}

Homogénéité

— Propriété
Soit k un réel. Si k # 0 alors G = Bar {(4, ka) ; (B, k) ; (C, kv)}.

— Démonstration
Sik # 0 alors :
— — — —
G =Bar{(A,a);(B,0);(C,v)} < aGA + pGB +~vGC = 0
— — —
< k(aGA + fGB +vGC) =k

—

— — —
= kaGA + kBGEB + kyGC = 0
C

<:>G:Bar{(A?ka);(37kﬁ);( akly)} \

—
0

Position du barycentre

— Propriété
Si A, B et C ne sont pas alignés alors G € (ABC). Autrement dit, A, B, C et G sont
coplanaires.

— Démonstration
— — — =
G =Bar{(A,a);(B,0);(C,v)} < aGA + BGB +vGC = 0
—0 — —
Les vecteurs GA, GB et GC sont donc coplanaires. Ainsi les points A, B, C et G \

sont coplanaires.
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— Propriété

Réciproquement, si A, B et C' ne sont pas alignés, alors tout point du plan (ABC') est
le barycentre de A, B et C affectés de coefficients bien choisis.

— Démonstration
Si M € (ABC) alors il existe des réels k et k' tel que :

— — —
AM = kAB + K AC = kAM + kMB + K AM + K MC
On a alors (1 — k — K)MA + kMB + KMC = 0 \

donc M =Bar{(A,1 -k —K');(B,k);(C,K)}.

Isobarycentre

— Propriété

Si a = =, alors G est appelé isobarycentre de A, B et C. G est alors le centre de
gravité du triangle ABC'

— Démonstration
Soient I le milieu de [BC] et J le milieu de [AC].
On a alors I = Bar {(B,1);(C,1)} et J =Bar{(4,1);(C,1)}.
D’apres la propriété d’associativité, on a, d’une part, G = Bar {(1,2); (A, 1)} donc
G € (AI) et, d’autre part, G = Bar {(J,2); (B, 1)} donc G € (BJ).
G appartient donc & deux médianes de ABC. \

G est le centre de gravité de ABC.

Réduction vectorielle

— Propriété

Quel que soit le point M, aMA + fMB +~yMC = (a+ [+ v)MG. I

— Démonstration
Quel que soit le point M,

aMA + BMB +~MC = (MG + GA) + B(MG + GB) + (MG + GC)
— — — — — —
= aMG + aGA + BMG + BGB + MG ++GC

— — — —

=(a+B+7)MG + aGA + GB +~vGC

—

=0

= (a+ B +~)MG

d) Coordonnées du barycentre

Propriété

Soit (O;7,77") un repére du plan. Soit A(xa;y4), B(xp;ys) et C(zc;yo)-

Si G = Bar {(4,0); (B, 8); (C,7)} alors G (0‘“ s ¥ v, ayat Bus WC)
a+f+y a+B+y
Dans un repere de l’espace, il suffit de faire le méme calcul sur la troisieme coordonnée.

La démonstration est identique au cas de deux points.
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Ezemple : Dans un repére du plan, on a A(2;—1), B(0;3) et C(—2;0). Déterminer les coordonnées de G
barycentre de (A,1);(B,3);(C, —2).

On a :
. _xA+3XxB—2ch_2+3X0—2x(—2)_3
¢ 1+3-2 - 2 -
_ya+3Xyp—2xyc —-1+3x3-2x0

4

1+3-2 2
Ainsi G(3;4)

3/ Barycentre d’un nombre quelconque de points

Toutes les définitions et propriétés précédentes se généralisent a n points pondérés.

Soient Ay, Ao, ..., A, n points et a1, as,...,a, n réels.
— — —_— —
Il existe un unique point G tel que a1GA; + aoGAs + - -+ a,GA, = 0 siet seulement
sia; +as+---an #0.
Ce point est appelé barycentre des n points pondérés (Ay,a1); (Ag,a2);...; (An,an).
Regle d’associativité :
Pour trouver le barycentre G, de n points, lorsque n > 3, on peut remplacer p points,
pris parmi les n points, par leur barycentre (s’il existe) affecté de la somme de leurs
coeflicients.
Soit k # 0.
G =Bar(Aj,a1),(A2,a2),...,(An, an) <= G = Bar(41, ka1), (A2, kaz), ..., (An, kay).
Autrement dit, on ne change pas le barycentre en changeant les coefficients par des
coefficients proportionnels.
Sia; =as =+ =a, # 0 alors G est appelé isobarycentre des n points A1, Ao, ..., Ay,.
Pour tout point M,
—_— —_— — —
arMAy +aaMAg + -+ a,MA, = (a1 +az+ - +a,) MG
Dans un repere, le barycentre de n points pondérés a pour coordonnées la moyenne des
coordonnées des n points pondérés par les n coeflicients.
Dans le cas d’un repére du plan, on obtient :
a1xrA, +a2T A, + - +apa,
ay+ax+---+ay
a1yYA, + a2yYa, + -+ anya,
ar+az+--+an

TG —

Yyc =
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Produit scalaire

Dans tout le chapitre, @ et v désignent deux vecteurs du plan.
Une unité de longueur est fixée.

1/ Définition

— Définition
On appelle produit scalaire de @ et ¥ le nombre réel noté w.v et défini par :
— {HU)H x ||| x cos (u;0) siuw # 0 et v # 0
u. v =

0 siw = Oouvzﬁ

. . — . A — 3 s . —
Le produit scalaire d'un vecteur u’ par lui-méme (u.u’) est appelé carré scalaire de u
—
et se note w .

Remarque : Le produit scalaire est donc une opération dont les arguments sont des vecteurs
et dont le résultat est réel.

Ezxemple : Sur la figure ci-contre, le triangle OAB est équilatéral et OA = 2. B
Calculer .0 . -

Ona|w| =2 7] =2et (W;7) =3

A1n51u.vf2><2><cos( ) X§f2 O = A

2/ Autres expressions du produit scalaire

a) Cas des vecteurs colinéaires

— Propriété

. —> —_ « s . N
— Si W et v sont colinéaires et de méme sens alors
— —>
vV =[x |V
. — — s .
— Si w et v sont colinéaires et de sens contraires alors

— — — —
0.0 = |7 x |7

— Démonstration

~ Si W et ¥ sont colinéaires et de méme sens alors (u’; V') = 0
Ainsi, .0 = |W|| x || || x cosO = |u|| x |||
~ Si W et ¥ sont colinéaires et de sens contraires, alors (u’; v’

Ainsi, 7.7 = |7 x |7 x cosm = — || 7| x |7 \
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Conséquences :
. — — o s ~ — — .= — ..
— Siw et v sont colinéaires et de méme sens alors . v > 0 et si v et v sont colinéaires
: — —
et sens contraires alors v . v < 0
. — — —
— Quel que soit le vecteur uw, u? = ||u||?

b) Avec des projetés orthogonaux

Propriété

Soient A, B, C' et D quatre points du plan.
_—_— — =
Si C' et D' sont les projeté orthogonaux de C' et D sur (AB) alors AB.CD = AB.C'D’

Démonstration
.,
|_Soit E le point tel que C'E = CD.
— e —— — s ——
On a alors AB. CD AB.C'E = AB x C'E x cos(AB;C'E).
— — — ——
~ Si langle (AB C'E ) est droit alors cos(AB;C'E) = cos(AB;CD) = 0 donc
AB.CD = AB C’D’ .
— Si 'angle (AB CE ) est aigu alors AB et C'D’ sont colinéaires et de méme

CID/
sens et cos(AB C'E E)= E

— ——
Ainsi AB.CD = AB x C'E x

c'D
C'E
—_— —_—
— Si Pangle (AB;C'E) est obtus alors AB et C'D' sont colinéaires et de sens
CIDI

— ABx C'D' = AB. C’D'

-y —
contraires et cos(AB;C'E) = —
c'D

-y —
Gig = ABxC'D'=AB.C'D.

— ——
Ainsi AB.CD = —AB x C'E x

Ezemple : ABC' est un triangle isocéle en A tel que AB = 3 et BC =4. A
O est le milieu du segment [BC|. Calculer BA.BC et CA.BC.

Le projeté orthogonal de A sur (BC') est O donc 3

I —_— =

BA.BC =BO.BC =BOXxBC=2x3=6

Le projeté orthogonal de A sur (BC) est O donc

_—— — =

CA.BC =CO.BC =—-COxBC=-2x3=-6

~eQ

c) Dans un repére

2

Propriété

Soit (O; 7, 7") un repére orthonormal du plan.
T
Yy

u
et U t
Y

J—
Siw

/
,) alors w.v =z’ +yy'.
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Démonstration
‘ Soit A le point tel que OA = u et B le point tel que OB = v'.

1/ Cas des vecteurs colinéaires.

ky
— —
— Si OA et O_Bi_)sqﬂcolinéaires et de méme sens alors k > 0 et OB = kOA.
Onﬂlors%.OB —0AXxOB=kx0OAx0OA=kOA2.
— Si OA et OB sont colinéaires et de méme sens contraire alors k < 0 et
OB = —kOA.
—_— —
On a alors OA.OB = —OAx OB =k x OA x OA = kOAZ?.
—_
Ainsi OA.OB = k(22 +4?) = kax + kyy = x2’ +yy/

Il existe k tel que OB = kOA. Ainsi OB <kzx>

2/ Cas des vecteurs quelconques.
Soit H le projeté orthogonal de B sur (OA). B
On a alors, d’apres ce qui précede, /
5Z.b—§20—14>._0—ﬁ:$$[{+yy[{ !
En appliquant le théoreme de Pythagore dans les tri- ‘
angles OBH et ABH rectangles en H, on obtient :
H? =0B? - OH? = AB* - AH? A
ce qui nous donne :
2 +y? o —yh = (@ -+ (y - )~ (@ —a2n)® — (y —yn)’
puis, en simplifiant :

0= —2xz’ —2yy + 22z + 2yyn
soit :
ey +yyn =z’ + yy'

e I
On en déduit donc : OA.OB = xx’ + yy'. \

Ezemple : Dans un repére orthonormal (0;7,7), w (g), v ( 3 ) et w (_2>

— — —>—>
Calculer w. v, vw.w et v.wW.

w.v 6><3+3><( 1)=18-3=15
6x(=2)+3x2=—-124+6=—6
3x(=2)+(-1)x2=—-6-2=-8

el :l:
SL Sle

3/ Regles de calcul

— Propriété

:l
Zl

Quels que soient

0.7 =w.0=0

U =07 (On dit que le produit scalaire est symétrique)

(V4w =u. v +u.w et w.(kV)=kx (u.V) (On dit que le produit
TWW+VW et (k7). 0 =kx(W.7) scalaire est bilinéaire)

— Démonstration

— Le premier résultat est une conséquence directe de la définition.

3N 7 . 7 3 oL — -
— Le deuxiéme résultat est aussi une conséquence de la définition (cos(u’; v") =
— —
cos(v’;u)).
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/
— On se place dans un repeére orthonormal du plan et on pose u <§>, v <m ) et

"
w y//

/ "
Les coordonnées de v + w sont 3;, i v
On a ainsi, w.(v + W) = x(2’ + 2") + y(y +y") = xa' + x2” + yy' + yy”.
De plus @. v + u.w = z2’' + yy + xz” + yy".
Conclusion : @.(v + W) = w. v + . w
k /
Les coordonnées de kv sont ( k;

De plus k x (_> V) = k(xz’ + vy " = kxa' + kyy'

Conclusion u'.(k7") =k x (W.0)
— Le quatrieme résultat se démontre en utilisant les deux précédents. \
Ezemple : W et U sont deuz vecteurs, simplifier (@ +0)>, (W —0) et (W +70). (W —7)

T+ =W+7).(T+0)=(0+70).7+(W+7).7

VAT W+ T W+ =420 T 4+
(W-)V=w-7).T-7)=(v-0)7 - (v -7).7

=W - T AT =T 20+

(T4+0) (T - =0 - W T+ -0 = -7"

4/ Vecteurs orthogonaux
a) Définition

Définition

— — .
Les vecteurs u’ et v" sont orthogonaux si :

=0 ou? =0 ou (OA)L(OB)

b) Propriété

— Propriété
— — . .= =
Les vecteurs u’ et ©v” sont orthogonaux si et seulement si w. v = 0. I

— Démonstration

WU =0 ||W| x ||V x cos(uw;0) =0

&S ||w||=0o0u |[|[V] =0 ou cos(u’;
@72?0u7:ﬁ>ou(7;7):
— —

< u et v sont orthogonaux

Ezemple : Dans un repére orthonormal (O; 7,7 ), on donne w (Z) , v < 6 >

Démontrer que W et U sont orthogonauz.
UV =6x644x(—9) =36 — 36 =0. Les vecteurs W et v sont donc orthogonaux.
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Applications du produit scalaire

1/ Equations de droites
a) Définition
Définition

Un vecteur non nul 7 est dit normal & une droite d si la direction de 7" est orthogonale

a celle de d.

b) Propriétés

— Propriété

Le plan est muni d’un repére orthonormal (O; 7, 7)

1/ Une droite de vecteur normal 7’ (a

b) a une équation de la forme ax + by +¢ =10

avec ¢ € R.

2/ Etant donnés trois réels a, b et ¢ ot a et b ne sont pas nuls simultanément, 'en-
semble des points dont les coordonnées vérifient ax + by + ¢ = 0 est une droite de

vecteur normal 77 <Z>

— Démonstration

1/ Soit d une droite de vecteur normal 7’ Z et soit A(zo;yo) € d.
Soit M (x;y), on a AM v
Y —%Yo
—
M(z;y) ede AM. W =0< (x—xp)a+ (y —yo)b =0 < ax + by + ¢ = 0 avec

c = —axg — byp.
2/ Soit d 'ensemble des points M (x; y) tels que axz+by+c = 0 et soit A(x4,y4) € d.
M(z;y) edsaxr+by+c=0=azxq+bys+c
— T F -_—
Salx—24)+bly—ya) =0 TW.AM =0 AM 17 \

& M appartient & la droite passant par A et de vecteur normal 7.

Ezemple : Dans un repére orthonormal, on considére les points A(3; —1) et B(2;4). Déterminer une équa-
tion de la médiatrice m de [AB].
La médiatrice de [AB] est la droite perpendiculaire & (AB) passant par le milieu I de [AB].

On a AB (_51) donc une équation de m est de la forme —z 4 5y 4+ ¢ = 0.
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Deplus,[(g;g) emdonc—g+5>< g+c:0d0ncc:—5.
Une équation de m est donc —z + 5y — 5 = 0.

2/ Equations de cercles
a) Forme générale

— Propriété

Soit (O;7,77") un repére orthonormal.
Une équation du cercle ¢ de centre A(x4;y4) et de rayon R est

(z —24) + (y — ya)’ = R?

— Démonstration
M(z;y) €6 o AM =R AM? = R?> & (z —24)>+ (y —ya)? = R%

Ezemple : Soit (0;7,7) un repére orthonormal.
Quelle est la nature de l’ensemble & des points M (x;y) tels que 2° +y*> —6x +2y+5=07

M(ac;y)6£©x2+y2—6x+2y+5:0<:>x2—6x+y2+2y+5:0
S@-3°-9+@w+1)’-1+45=0e (-3 +(y+1)>=5

& est donc le cercle de centre C(3; —1) et de rayon /5.

b) Cercle de diameétre donné

— Propriété

On considére deux points A et B du plan. Le cercle ¢ de diametre [AB] est I’ensemble
—_
des points M du plan tels que MA.MB = 0.

— Démonstration

M=A
Meé<|ou M=B s MA.MB =0.

ou AMB est un triangle rectangle en M

Ezemple : Soit (0;7,7) un repére orthonormal.
Déterminer une équation du cercle € de diamétre [AB] avec A(2;2) et B(6;—2).
. . 7 [(2—=x —0( 6—=x
Soit M(x;y). On a M A (2 y) et MB (2 y).
—_—
M(z;y) €€ < MAMB =0 2-2)6—-2)+(2—-y)(—2—-y)=0
S12-8c+22—4—-2y+2y+9y* =0
Une équation de € est donc z? 4 3> — 8z + 8 = 0.

3/ Longueurs et angles dans un triangle

a) Théoréme de la médiane

Propriété
On considére deux points A et B du plan et I le milieu
de [AB]. Pour tout point M du plan, on a :

MA? + MB? =2M1I? + %ABQ
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Démonstration
—_— > —_—
(MI +IB)?

M A2 +MB2 MA2+MB2 (MT - +TA)?
g —_
= MI?+2MI.JA + TA? + MI? + 2MI.IB + IB?
_— — —
=2MI?+2MI.(IA + IB) + A% + I B
1 1
Or I est le milieu de [AB] donc IA = IB = §AB donc [A%? =IB? = ZABQ

— - —
Deplus IA+1IB = 0.
Ainsi MA%2 + MB2 =2M1% +2 x A32 OMI? + AB2 \

Ezemple : ABC est un triangle tel que AB = 6, AC = 8 et BC = 12. Calculer AI ou I est le milieu de
[BC].
D’aprés le théoréme de la médiane : AB? + AC? = 2AI% + %BCQ.

+

|

1
On a donc 2472 = 62 + 82 — 3 % 122 = 28.
Ainsi AI = +/14.

b) Formules d’Al Kashi

— Propriété

On considére un triangle ABC . On pose a = BC, b =
AC, c= AB, A = BAC B=ABC et C = ACB. On
a: R

a? = b? + c® — 2bccos(A)

b = a? + ¢ — 2accos(B)

B
2 = a% + b% — 2abcos(C)

— Démonstration . I L
BC?=BC? = (BA+AC)? = BA>+2BA.AC + AC? = BA? + AC? —2AB.AC
Ainsi BC? = AB2+ AC? —2x AB x AC x cos(BAC) soit a? = b+ ¢ — 2bc cos(A)

Ezemple : ABC' est un triangle tel que AC =9, AB=25 et A= g Calculer BC'.
D’apres la formule d’Al Kashi :
BO2:ABQ+AC’2—2><ABXAC’xcos(A):52+92—2><5><9><cos(%) =61
Ainsi BC = /61

c) Aire d’un triangle

— Propriété

On considére un triangle ABC et on appelle S son aire. Avec les notations ci-dessus, on
a:

~

S = %bcsin(ﬁ) = %acsin(B) = %absin(é)

— Démonstration
Soit H le projeté orthogonal de C' sur AB. On a

alors S = %AB x CH.

Si I'angle %est aigu alors CH = AC sin(g).
Si l'angle A est obtus alors CH = AC'sin(m —

A) = AC'sin(A)
1 ~
Dans tous les cas S = §AB x AC x sin(A). \ B
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d) Formule des sinus

— Propriété
On considere un triangle ABC'. Avec les notations ci-dessus, on a :
a b c

sin(A)  sin(B)  sin(C)

— Démonstration 1 1
OnasS = §bcsin(ﬁ) = iacsin(é) = iabsin(CA')
donc 25 _ sin(A) _ sin(B) _ sin(C')

abe a b c
.a b c
ainsi — = — = —. \
sin(A) sin(B)  sin(C)

Ezxemple : ABC est un triangle tel que BC =5, B =50° et C = 75°. Calculer AB et AC et donner les
valeurs arrondies au diziéme.
A=180° — (B+ C) =55°

AB  AC  BC - AB  AC 5
@) n(B)  wn(d) () () ()
On a donc AB = 5sin(75°%) 5sin(50°)

2SI ) L5 9et AC = ) Ly 7,
sin(55°) 7 ¢ sin(55°)
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Angles orientés

1/ Définitions

Une unité de longueur est choisie.

a) Cercle trigonométrique, mesures d’un arc

___ Définition AN
. , . N
On appelle cercle trigonométrique un cercle de rayon 1, N /— 1
. 9 . . . 7 . . . . . . . \\
muni d’une origine et orienté dans le sens inverse des ai- o &
. ’ . AS

guilles d’une montre. Ce sens est appelé sens direct ou / N
N

sens trigonométrique. M LBy

Soit € un cercle trigonométrique de centre O et d’origine \

A. A tout réel z, on peut associer un unique point M du

cercle en « enroulant » la droite des réels autour du cercle. 0
On dit que x est une mesure de I’arc orienté AM.

. R . s , B,
Remarque : Un point correspond & une infinité de réels. L’
s
Ezxemple : Le point A est associé aux réels 0, 2w, 4w, —2x... Le point 7
.. ., m bmw 3 . , .. , y
B est associé aux réels 3 5 T Le point A" est associé aux réels ,
’
w, 3w, —m... ,

b) Mesures d’un angle orienté de vecteurs

- 2 — — . , .
Etant donnés deux vecteurs non nuls w et v et un cercle trigonométrique % de centre O,

on appelle A le point d’intersection de % et de la droite (O, w’) et B le point d’intersec
de € et de la droite (O, v").

— Définition

. ; (= —> B
On appelle mesure de 'angle orienté (', v") toute mesure de
. -
I’arc orienté AB.
Si x est une de ces mesures, toute autre mesure s’écrit y = ‘

z + 2km avec k € Z.
On note (de fagon abusive) : )=z +kx2mk€Z.

— Définition

tion

On appelle mesure principale de (u’, v), 'unique mesure appartenant & | — ;7).
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6
Ezemple : Déterminer la mesure principale d’un angle dont une mesure est il
1267 12 x 107w + 67 47 4
= =12x 2 ——12><2 2 — — = —— 4+ 13 x 2
5 5 T3 THam- g 5+ T
La mesure principale de cet angle est donc —
2/ Propriétés
a) Angles et colinéarité
Propriété
Soient w et v deux vecteurs non nuls.
— — e . ~ . . — —
u et v sont colinéaires et de méme sens si et seulement si (u', v') = 0 + 2k7.
W et U sont colinéaires et de sens contraires si et seulement si (u, V') = 7w + 2k.

s
v X e T LN .
w w
b) Relation de Chasles
Propriété kv
Pour tous vecteurs non nuls @, v et w
—
(@, ) + (7, ) = (& '
w

Ezemple : Dans la figure suivante, démontrer que les droites (AB) et (C'D) sont paralléles.

— —_— —_—
(AB,CD)=(AB,BC)+ (BC,CD) + 2km
2
:§+§+2k7rz7r+2k7r
Les vecteurs 14_3) et C_D) sont donc colinéaires.
Conclusion : (AB) et (C'D) sont paralleles.

Conséquences :
Propriété
Pour tous vecteurs non nuls u et v :
(v, ) = —(_> V) + 2km (1) (W, ~0)=(u,v)+m+2kr (2)
V) + 7w+ 2kr (3) u (

=

v v
e ,_@(_. -7 @
w —T - w T

Démonstration

|_(1) (0, W)+ (W, ) = (U, V) + 2k = 2k ainsi (U, W) = —(u, V) + 2kw
2): (u,-v)=W,v)+(V,-0) + 2kr = (W, _>) + 7+ 2km

(3) se démontre comme (2).

(4) : (- ) + m + 2km d’apres (2)

= (u, 7) + 7+ m+ 2kmw d’apres (3)
ainsi (—u',—7v") = (W, ) + 2kn \

U, —v
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Trigonométrie

1/ Lignes trigonométriques
a) Cosinus et sinus

Rappels

Soit (O;7%°,7) un repére orthonormal direct (c’est-a-dire
tel que (7,7) = 5+ 2km), € le cercle trigonométrique de

centre O. M
A et B sont les points tels que OA = 7" et OB = 7.
Définition “
Pour tout réel x, il existe un unique point M de & tel que A
—
x soit une mesure de 'angle (7", OM ).
cos z est I’abscisse de M dans (O; 7, 7).

sinx est 'ordonnée de M dans (O; 77, 77).

Propriétés immédiates

Propriété
Pour tout x € R :

—1<cosz <1 cos(x + 2k7m) = cos x
sin(z 4 2km) = sinz

2

cos?zx +sin?x =1

—1<sinz <1

Cosinus et sinus d’un angle orienté de vecteurs

Soit (U, ¥") un angle orienté et z une de ses mesures. Les autres mesures de (u’, v’) sont

donc de la forme = + 2kw. Or cos(z + 2km) = cosz et sin(x + 2k7) = sinz. On a donc la
définition suivante :

Définition

Le cosinus (resp. le sinus) d’un angle orienté de vecteurs est le cosinus (resp. le sinus)

d’une quelconque de ses mesures.
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b) Angles associés
L’utilisation de symétries dans le cercle trigonométrique permet d’établir :

— Propriété

Pour tout réel x,

cos(—x) = cosx cos(x +m) = —cosx cos(m —x) = —cosx
sin(—z) = —sinx sin(z +m) = —sinz sin(r — x) = sinx
T . m .
Cos (5—90) =sinw cos <§+x) = —sinzx

. s
S E—x = COST

. ™
sin (5 —I—x) = COSXT

c) Valeurs particuliéres

~

A Taide de considérations géométriques, on peut obtenir les valeurs suivantes :

ol 7 ™ T |7

! 6 | 4 | 3 |27
3 2 1

cos(z) | 1 £ £ - 10 ]-1
2 2 2
1 2 3

sin(z) |0 ] = £ £ 110
2 2 2

d) Formules d’addition

— Propriété

Quels que soient les nombres réels a et b,
cos(a —b) = cosacosb+sinasinb (1) sin(a —b) =sinacosb —cosasinb (3)
(2) (4)

cos(a + b) = cosacosb — sinasin b sin(a + b) = sina cos b + cos asin b

— Démonstration

(1) : Soit (O; 7", 77) un repére orthonormal, € le cercle trigonométrique de centre
’ = ==
O et A et B les points de € tels que (7,0A) =aet (v ,0B) =b.
—_—
Calculons de deux facons différentes le produit scalaire OA.OB
—_— —_— —
—~ OA.OB = 0A x OB x cos(OA,0B)
—_— = — ==
Or (OA,0B)=(0OA,7 )+ (v,0B)+2kr = —a+b+2kn et OA=0B =1
— =
Ainsi OA.OB =1 x 1 x cos(b — a) = cos(a — b)




54 Chapitre 10

. — b
— Les coordonnées de OA sont <Z?§ Z) et les coordonnées de OB sont <Z?§ b)

—_—
On a donc : OA.OB = cosacosb+sinasinb
Conclusion : cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
(2) : cos(a + b) = cos(a — (=b)) = cosacos(—b) + sinasin(—b) = cosacosb —
sinasinb

(3) : sin(a — b) = cos (g —(a—b)> = Cos (<g —a> +b> = CoS (g —a) cosb —

. ™ . . .
sin 5~ a)sinb=sinacosb — cosasinb

(4) : sin(a+b) = sin(a—(—b)) = sin a cos(—b)—cos asin(—b) = sin a cos b+cos asin b \

e) Formules de duplication

— Propriété

Quel que soit le réel x,

cos(2z) = cos?z —sin®x = 2cos’x — 1 = 1 — 2sin’ 2 (5)

sin(2x) = 2sinx cos

— Démonstration

@) : Quel que soit le réel x,

2 2

r —sin“x
2

cos(2x) = cos(x + x) = cosx cos x — sin x sinx = cos

2 2 2

En utilisant les relations sin“x = 1 — cos“z et cos“x = 1 — sin

successivement :

r, on obtient

cos(2x) = 2cos®’z —1 puis cos(2z) =1 — 2sin’x
@) : Quel que soit le réel x,

sin(2x) = sin(x + x) = sinx cosx + cosxsinx = 2sinz cos \

2/ Résolution d’équations

Propriété

Quels que soient les réels a et b,

0ua:b+k><27r et sina =sinb &
a=—-b+kx2m

Oua:b+kx27r
a=7m—b+kx 27

cosa = cosb &

Ezemple : Résoudre dans | — m ; 7| ’équation sin (x — %) =1

Sin(x+z)—lﬁsin(xfz)_sinzﬁOu %:%+kx2ﬂ'
3) 2 3) 776 —Z=r—Z+kx2r
r=7%5+kx2m
<:>Ou:v:%r+l<c><27r
Sur lintervalle | — 7 ; 7], on a .%¥ z._ brm

—12)" 6
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3/ Repérage polaire
a) Coordonnées polaires d’un point

Soit (O; 7, 7) un repére orthonormal direct. Si M est un point
distinct du point O alors M peut-étre repéré par l'angle 6 =
—_—
(7°,0M) et la longueur r = OM.
Réciproquement, la donnée d’un couple (r;6) avec r > 0 et § € R
—

détermine un seul point M tel que 8 = (7/,OM ) et r = OM.
Définition

Pour tout point M distinct de O, un couple (r;60) tel que § = (7°,OM ) et 7 = OM est

appelé couple de coordonnées polaires de M dans le repére polaire (O,

b) Lien entre coordonnées cartésiennes et polaires

Soit (O; 7", 77") un repére orthonormal direct.

— Propriété
Si M est un point ayant pour coordonnées cartésiennes (z;y) dans le repere (O; 7, )
et pour coordonnées polaires (r;6) alors :

r=z2+y?; x=rcosf ; y =rsinf

— Démonstration
Notons % le cercle trigonométrique de centre O. La demi-droite [OM) coupe €

— —
en N. On a donc OM =rON.
N € ¢ donc ses coordonnées cartésiennes sont (cos 6;sin ). Celles de M sont donc
(rcos@;rsinb).

Par unicité des coordonnées, x = rcosf et y = rsin 6.
De plus OM? = 22 4+ y? et OM = r donc 72 = 22 + 2.




Chapitre 11

Suites numériques

1/ Généralités
a) Définition
Définition
Une suite est une fonction définie sur N. Une suite numérique est une suite a valeurs
dans R.

I’image de n par une suite u se note u,, et est appelé terme de rang n de la suite. Une
suite u est aussi notée (uy)

neN*

Remarque : On peut aussi définir une suite a partir d’un certain rang.

FExemple :
1 1 1 1
1 défini N n=—". =, ul=—-,up=-, .
/ u définie sur N par u s Uo =g, U1 =g, U2 =7
P 1 1 1
2/ v définie pour toutn}Sparvn:m vy =1, Va =5, U5 = 3,

b) Comment générer une suite

Selon le contexte les termes d’une suite peuvent étre définis de différentes fagons.

Explicitement en fonction du rang

— Toute fonction définie sur [0 ; +oo[ (ou sur un intervalle de la forme [a ; +o0o[) permet
de définir une suite.

Ezemple : Calculer les premiers termes de la suite définie sur N par u, = 2n? — 5n — 1.
w=2x02-5x0—1=-1;u =2x12-5x1—1=—4;
Up=2%x22 —5x2—-1=-3;u3=2x3>—-5x3—-1=2;
ug=2x4>-5x4—-1=11
— Les propriétés des nombres entiers permettent aussi de définir explicitement des suites
qui ne peuvent pas étre obtenues simplement par une fonction définie sur R.

Exemple : Calculer les premiers termes des suites (un)nGN et (U”)nEN* ot un = (—1)" et v, est le
nombre de diviseurs de n.
U0:1;U1:71;U2:1;U3:71;

v=1;0v=2;v3=2;v4=3;v5s =2; 06 =4 ...
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Par récurrence

Une suite peut aussi étre définie par son premier terme (ou ses premiers termes) et par une
relation permettant de calculer chaque terme en fonction du précédent (ou des précédents).

Ezemple : Calculer les premiers termes des suites ci-dessous définies sur N.

UQ=—6
t défini 1
u est définie par un+1:f§un71 pour tout n = 0
1 1 1 1
ulz—iuo—lz—ﬁ><(—6)—1:2;u2:—§u1—1:—§><2—1:—2

1 1 1 1
us = —gur—1=—5x(-2) =1=0jus=—gus —1=-5x0-1=-1
, . vozl;m:l
v est définie Par{ Vnts = Uns1 +vn  pour tout n > 0
ve=vi4+v=1+1=2;v3=v2+v1=24+1=3;
Vg =v34+v2=3+2=>0;vs=v4a+v3=5+3=28;

ve =v5 +v4 =8+5=13
Wn

Wpail = — st Wy, est pair
w est définie par wo =3 et i 2 P
Wnt1 = 3wy + 1 st wn est impair
10
wl:3xw0+1=3x3+1=10;w2=%:3:5;w3=3xw2+1:3x5+1=16;
wg =W 16 o w8 W _ 4,
T T2 T Ty T2 YTy T

2/ Sens de variation
a) Définition
Une suite étant une fonction, les définitions restent les mémes :

u est croissante (strict. croissante) sin < p = u, < up (N <p = u, < up)
u est décroissante (strict. décroissante) sin < p = up = up (n < p = up > up)

Cependant, les propriétés des nombres entiers permettent d’établir les résultats suivants :

Propriété
u est croissante si et seulement si pour tout entier n, u, < up41
u est décroissante si et seulement si pour tout entier n, u, = Upi1

Remarques :

— Ne pas mélanger up 41 et up +1

— Dans la pratique, pour déterminer le sens de variation d’une suite, on s’intéresse au
signe de la différence uy+1 — Uy,

— Dans le cas ou tous les termes de la suite sont strictement positifs, on peut aussi comparer

Unp4+1
nt al.
Unp,

le quotient

Ezxemple : Déterminer le sens de variation des suites suivantes :

— u est définie sur N par u, = 3n+ (—1)".
Etudions la différence Unt+1 — Up ©
VnEN, Unt1 —tun =3(n+ 1)+ (=" —3n - (-1)"=3-2x (-1)" >0
La suite (un),cy est donc croissante.

Vo = 2

B ¢ défin
v est définie sur N par { st = —02 + v pour tout n € N

Etudions la différence v,+1 — vy, :
Pour tout n € N, vp41 — v = fvi + VUV — U = fvfl <0
La suite (vn), ¢y est donc décroissante.
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n
— w est définie sur N* par w, = 2—
n

. . ops , . . w
Les termes de la suite sont strictement positifs, on étudie donc le quotient et
w
2n+1 "
s 1
Wnt1 n+1 2" n 2n
Pour tout n € N* = = X =
T wy, 2_" on n+1 n+1

Wn+1

n
Pour tout n > 1, 2n > n + 1 donc > 1.

n
La suite (wn)neN* est donc décroissante.

b) Propriété

Propriété
Soit f une fonction définie sur [0 ; +oo[ et u la suite définie sur N par u,, = f(n).
Si f est croissante sur [0 ; +oo] alors u est croissante.

Si f est décroissante sur [0 ; 4oo[ alors u est décroissante.

La démonstration de cette propriété est immédiate en utilisant la définition.

Ezxemple : Déterminer le sens de variation de la suite u définie sur N par un = (n + 3).
La fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(z) = (x 4 3)? est croissante sur [0 ; +oo[ (polynéme du
second degré...) donc la suite u est croissante.

3/ Limites
a) Suites convergentes

Définition
Une suite uw converge vers un réel ¢ si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient aussi

tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

On dit alors que u est convergente et on note lil’JIrl Uy =L
n—-+0oo

On peut formuler la définition comme suit :

— u converge vers £ si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les termes de la
suite sauf un nombre fini.

— u converge vers £ si pour tout intervalle ouvert I contenant /, il existe un entier ng tel
que n = ng = un € 1.

— Propriété
Si une suite converge alors sa limite est unique. I

— Démonstration
Soit u une suite convergente. Supposons qu’elle admette deux limites distinctes £
et ¢/ avec £ < /',

00—

Soit d un réel positif inférieur a 7

Onpose I =[{—d; {+dlet I'=]{' —d; ¢ +d].
/_

Onad< donc 2d < ¢ — £ soit d+d < ' —{.

On en déduit que £ +d < ¢ —d
Ainsi, I et I’ sont deux intervalles disjoints et ils contiennent respectivement ¢ et
0.

Si u converge vers £, 'intervalle I contient tous les termes de la suite a partir d’un

rang ng.
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Si u converge vers £/, I'intervalle I’ contient tous les termes de la suite a partir

d’un rang nq.
Ainsi pour tout n supérieur a ng et n1, u, doit appartenir a la fois & I et I’ ce qui

est impossible car ces intervalles sont disjoints.
Conclusion : u ne peut pas admettre deux limites distinctes. La limite d’une suite \

est unique.

b) Suites divergentes

Une suite divergente est une suite qui n’est pas convergente.

Suites de limite infinie

Définition
Une suite u a pour limite +o00 si tout intervalle ouvert de la forme ]A ; +oo| contient
tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

On dit alors que u diverge vers +00 et on note lim wu, = +00

n—-+00

On définit de la méme fagon une suite qui diverge vers —oo

Suites qui n’ont pas de limite

Une suite n’est pas nécessairement convergente ou divergente vers l'infini. Il existe des
suites qui n’ont pas de limite. Elles sont aussi appelées suites divergentes.
Ezemples : u définie sur N par u, = (—1)". v définie sur N par v, = nsin(n).

c) Propriétés

Propriété

Soit f une fonction définie sur [0 ; +oo[ et soit u la suite définie sur N par u,, = f(n).
Si lim zf(x)=/¢alors lim wu, =/
T——+00 n—-+00

Si lirf xf(x) = 400 alors

lim wu, = +oo.
n—-+00

Conséquence : Toutes les propriétés vues sur les limites de fonctions s’appliquent aux suites

définies par u,, = f(n).

—9n2
Ezxemple : Déterminer la limite de la suite u définie sur N par u, = 327:_1”
n
1 1
2
—2m*4+n " (72+ﬁ) _2+E
Pour tout n > 0, u, = 321 = 1 = 1
1 n n
lim -2+ —=-2 9
n—+too ln donc lim w, = —=
lim 3+— =3 n—too 3
n—-+oo n
Théoréme des gendarmes
Propriété
On considere trois suites u, v et w et un réel £.
) lim w, = lim w,=/ )
Si n—-+00 n—-+00 alors lim v, = /.
N . .
Uy < Uy < W, & partir d’un certain rang n—+00
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Démonstration

Soit I un intervalle ouvert contenant £.

u converge vers £ donc I contient tous ses termes a partir d’un certain rang nyg.
w converge vers £ donc I contient tous ses termes a partir d’un certain rang nq.
A partir d’un certain rang no, u, < v, < Wy,-
Ainsi, pour tout n supérieur a la fois & ng, n1 et na, tous les termes de v appar-
tiennent a I.
Conclusion : v converge vers /.

1"
Ezemple : Déterminer la limite de la suite u définie sur N* par u, = 2 + u

Pour toutn e N —1<(-1)" <1
,lg(_l) gl
n n n
1 1"
2——<2+( ) <2+ —
n n n
1
2——<up <24 —
n

1
lim 2——=2

n—+oo TIL donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim wu, = 2
lim 24+ —=2 n—+oo
n—-+oo n

4/ Suites arithmétiques
a) Définition

Définition
Soit (un ),y une suite et r un réel.

On dit qu’une suite (uy),cy est une suite arithmétique de raison r si pour tout entier
naturel n :

Up+1l = Up + T

Ezxzemples :
La suite des nombres impairs est une suite arithmétique de raison 2.
Les suites u et v définies sur N par u, = 3n —4 et v, = n? + 2 sont-elles arithmétiques ¢
— Pour tout n, upt1 —up =3(n+1)—4—-Bn—-4)=3n+3-4—-3n+4=3.
La suite u est donc arithmétique de raison 3.
—vw=2,v1=3,va=6ainsivy =vo+1etva=v1+3
La suite v n’est donc pas arithmétique.

Propriété

Soit (un ),y une suite arithmétique de raison r.
Sir > 0 alors u est strictement croissante.
Sir = 0 alors u est constante.

Sir < 0 alors u est strictement décroissante.

Démonstration immédiate (Pour tout n, up41 — up = r...)
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b) Expression de u, en fonction de n

— Propriété

Soit (un), ey une suite arithmétique de raison 7.
Pour tous entiers naturels n et p :

Up = Uup + (n—p)r

En particulier, pour tout entier naturel n :

Uy, = Ug + NT

— Démonstration
On suppose n > p. On a :

Up — Up—1 =T Up—-1 — Up—92 =T, Up42 — Up+1 = T3 Up41 —Up =T
En additionnant toutes ces égalités, on obtient :

un_up:(n_p)r

Up = Up + (0 —p)r \

c) Somme de termes consécutifs

soit

Propriété

Soit (up), ey une suite arithmétique de raison 7.
Pour tout entier naturel n :

ugFur+ o F Uy Fuy = (n+1) x

ug + Up,
2

U + Unp
2

Remarque : On a aussi u1 +ug - + Up_1 + Uy =1 X

Démonstration

|_Posons S=ug+u+--+u,
On a ainsi 25 = (ug+up) + (w1 +up—1) + (ug +up—2) +- - -+ (Up—1 +u1) + (un +ug)
Or, pour tout k < n, ug +up_r = ug+kr+ug+ (n—k)r = ug+ug +nr = ug + uy,.
On adonc: 2S5 = (n+1) x (ug + up)
DoncS:(n—i—l)wa% \

Exzemple : Déterminer la somme des n premiers nombres impairs.
La suite des nombres impairs est la suite arithmétique de raison 2 telle que u1 = 1

-1 242n—2
ul—l—ug---—&—un_l—i—un:nxul—gu" :nxu1+u14;(n )r:nx%:vf

5/ Suites géométriques
a) Définition

Définition

Soit (un ),y une suite et ¢ un réel.

On dit qu’une suite (uy),cy est une suite arithmétique de raison ¢ si pour tout entier
naturel n :

Up+1 = q X Up

Remarque : Si g # 0 et ug # 0 alors pour tout n € N, u,, # 0.
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Ezxemple :

La suite des puissances de 2 est la suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2.

Les suites u et v définies sur N par un, = —4 X 3" et v, = n? + 1 sont-elles géométriques ?
Unp1  —4x 3!

Pour tout n, = =
Un —4 x 3"
La suite u est donc géométrique de raison 3.

vo=1,v1 =2, v2=>5ainsi v1 =2 X vg et v2 =2,5 X v
La suite v n’est donc pas géométrique.

b) Expression de u,, en fonction de n

— Propriété

Soit (un ),y une suite géométrique de raison gq.
Pour tous entiers naturels n et p :

Up =up X q¢"° 7

En particulier, pour tout entier naturel n :

Up = Ug X q"

— Démonstration
On suppose n > p. On a :
U

Up n—1 Up4-2 Up+1
=4q; =4q; — =dq; — =q
Up—1 Up—2 Up+1 Up
En multipliant toutes ces égalités, on obtient :
U . _
— = ¢"P soit u, = up X q"°P
Up
— Propriété

Soit (un), ey une suite géométrique de raison g # 0.

si ug > 0, u est strictement croissante.
si ug < 0, u est strictement décroissante.
Si ¢ = 1 alors u est constante.

Si g > 1 alors

si ug > 0, u est strictement décroissante.

Si0<g<1alorsq . . .
q si ug < 0, u est strictement croissante.

Si g < 0 alors u n’est pas monotone.

— Démonstration
Pour tout n, unp41 — un = ug X ¢
Le signe de ;41 — u, s’obtient donc en fonction du signe de ug, du signe de ¢" et
du signe de ¢ — 1.

g x ¢ =g x ¢"(q— 1)

c) Somme de termes consécutifs

— Propriété
Soit g un réel différent de 1.
Pour tout entier naturel n :

9 1 1— qn+1
l+q+q +-+q¢" +q"= 4
Soit (un), ey une suite géométrique de raison g # 1.
Pour tout entier naturel n :
1— qn+1

Uy + Uy + -+ Up—1 + Uy = U X

1—g¢q
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Démonstration
Posons S = 14+q+¢*+---4+¢" ' 4+¢* Onaalors ¢S = ¢+ >+ +-- - +¢" +¢" !

Ainsi, S—¢S=1—-¢"
. 1 — n+1
ou: S = Rl S
l—gq
Ezemple : Déterminer la somme des n premiéres puissances de 2 (1 +2+ 2% +... +2"71)).
La suite des puissances de 2 est la suite géométrique de raison 2 et telle que up = 1
1—q" 1—2n
Ainsi, uo + u1 + -+ + Un—1 = Uo X 4 _1x =2" -1
1—g¢ 1-2

d) Limites

Propriété
Soit ¢ un réel.
Sig>1alors lim ¢" = +oco.

n—-+00

Si—1<g<1lalors lim ¢"=0.

Sig=1alors lim ¢"=1.

n—>+oo

Si g < —1 alors ¢" n’a pas de limite.

n—-+4o0o

Si (uy) est une suite géométrique de raison ¢ alors w, = upq"™. Le théoréme

Remarque :

précédent permet donc de trouver la limite d’une suite géométrique
1

Ezemple : Déterminer lim 14 — —|— 55t o

n——+oo
1
Soit u la suite géométrique de premier terme up = 1 et de raison 5

e Sl

1 1 1
Onalt+ s+ o5+ +o =utut-
1 1\ "
Or -1< - <1donc lim (—) =0
2 n~>+oo 2
Ainsi  lim 1+ + = +...+2in:2

n—-+oo
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Probabilités

1/ Introduction
a) Expérience aléatoire

— Définition
Une expérience dont on connait les issues (les résultats) est appelée expérience aléatoire
si on ne peut pas prévoir ni calculer I'issue qui sera réalisée.

L’ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire (aussi appelés éventualités)
est appelé univers de I'expérience. On le note souvent ). Le nombre de ses éléments est
appelé cardinal et se note Card €.

Ezemple : jeu de Pile ou Face, nombre obtenu suite au lancer d’un dé, nombre tiré au sort dans une loterie,

couleur de la prochaine voiture qui passera dans la rue, vingt et uniéme mot d’un livre choisi au hasard...

b) Loi de probabilité

Définition
Définir une loi de probabilité sur un univers 2 = {x1,z9,...,x,} c’est associer a chaque
éventualité z; un nombre p; positif ou nul, appelé probabilité de I’éventualité x;, tel que
p1+p2t -+ pp =1

Conséquence : Pour tout 7, p; < 1.

c) Modélisation - Loi des grands nombres

Définition
Modéliser une expérience aléatoire d’univers {2 c¢’est choisir une loi de probabilité sur 2

qui représente le « mieux possible » la situation.
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Ezemple : On consideére la roue de loterie suivante. L’expérience
consiste a faire tourner la roue et a noter le nombre sur lequel
elle s’arréte. Définir une loi de probabilité permettant de modé-

liser l’expérience.

L’univers est Q = {1;2;3;4;5;6} 3 45° ' 45° ]_
45 1
0] ie a I’éventualité 11 babilité p1 = — = =.
nas‘socne a I’éventualité 1 la probabili e.pl 360 8 4 30 ‘ o 6
On fait de méme pour les autres éventualités. On obtient

le tableau suivant :

Eventualité

6
el s 1
Probabilité —

1
1
8

1= o
Pol— w
SERs
ol —H ot

=

2

Toutes les expériences ne sont pas aussi simples & modéliser que le lancer d’un dé équilibré.
Cependant, pour construire ou valider un modele, on dispose du résultat théorique ci-
dessous appelé « Loi des grands nombres » :

Propriété

On consideére une expérience d univers €2 qui suit une loi de probabilité P. La fréquence
d’obtention de chaque résultat x; lorsqu’on réalise n fois ’expérience tend vers la pro-
babilité de z; lorsque n devient grand.

Ezemple : Si l'on réalise un trés grand nombre de fois 'expérience précédente (la roue de loterie), la

fréquence d’obtention de « 1 » va se rapprocher de 3 la fréquence d’obtention de « 2 » va se rapprocher de
1 1
7 la fréquence d’obtention de « 8 » va se rapprocher de 3

1
Si, lors du lancer d’un dé, les fréquences d’apparition de chacune des faces ne se rapprochent pas de 5 il

est vraisemblable que le dé me soit pas correctement équilibré.

2/ Vocabulaire des événements

On considere une expérience aléatoire d’univers (2.

a) Définitions

Définition
On appelle évenement toute partie de €.

Un évenement élémentaire est un évenement qui ne contient qu’un seul élément.
L’univers 2 contient tous les résultats possibles, on 'appelle événement certain.
L’ensemble vide @ ne contient aucun résultat, on 'appelle événement impossible.

Ezemple : On reprend la situation précédente.
Déterminer la liste des éventualités des événements suivants

A : « On obtient un nombre pair » C : « On obtient un multiple de 5 »
B : « On obtient un nombre supérieur ou égal ¢ 8 » D : « On obtient un nombre négatif ».
A={2;4; 6} C={5}

B={3;4;5; 6} D=go
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b) Intersection - Réunion

Q
A et B sont deux événements de 2.

— Définition

On appelle intersection de A et B I’événement noté AN B com- ab
posé des éventualités qui appartiennent a la fois & A et a B.

Si AN B =@, on dit que A et B sont incompatibles.

On appelle réunion de A et B I’événement noté AU B composé

des éventualités qui appartiennent & A ou a B (c’est-a-dire qui
appartiennent & au moins 'un des deux).

Ezemple : On reprend la situation précédente. Décrire par une phrase et déter-
miner les éventualités des événements ANB, AUB, AnNC, BUC.

— AN B : « On obtient un nombre pair et supérieur ou égal a 3. »
ANB={4; 6}

— AU B : « On obtient un nombre pair ou supérieur ou égal a 3. »
AuB={2;3;4;5; 6}

— ANC : « On obtient un nombre pair et multiple de 5. »
ANC =g

— BUC : « On obtient un nombre supérieur ou égal a 3 ou multiple de 5. »
BuC={3;4;5; 6}

c) Evénement contraire
A est un évenement de 2.
Définition
On appelle contraire de A 1’événement noté A constitué
de toutes les éventualités qui n’appartiennent pas a A.

Ezemple : On reprend la situation précédente. Décrire par une phrase et déterminer les éventualités des

événements A, B, C'.

— A : « On obtient un nombre impair. »

- A={1;3;5}
— B : «On obtiegt un nombre strictement inférieur a 3. »
B={1; 2}

— C :«On obtient un nombre qui n’est pas multiple de 5. »
C={1;2;3;4; 6}

3/ Calcul des probabilités

On considére une expérience aléatoire d’univers €2 muni d’une loi de probabilité.

a) Probabilité d’un événement

Définition
Soit A un évenement de €. On appelle probabilité de A la somme des probabilités des
éventualités qui le composent. On la note P(A).

Conséquences :
P(@)=0 P(Q)=1 Pour tout évenement A, 0 < P(A4) < 1.
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Ezemple : On reprend la situation précédente. Déterminer P(A), P(B) et P(C).
1 1 1 5
- P(A)=P2)+ PN +PU) =1+ 5+ 5= 15

~ P(B) = P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}) = = + — +

1 5
. T8 12 12
- P(B)=P({5}) =3

+12_8

1
3

b) Propriétés

Propriété
Quels que soient les évenements A et B de Q : o
eSi ANB =@ alors P(AUB) = P(A)+ P(B) «P(A)=1-P(A)
«P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB) eSi A C Balors P(A) < P(B)

Exemple : On reprend la situation précédente. Déterminer P(AUC), P(ANB), P(AUB), P(A) et P(C).

~ ANC =2 done P(AUC) = P(A) + P(C) = 5 + 3 = 2
fAﬂB:{4;6}doncP(AﬂB):P({4})+P({6}):1—124—%:%
7P(AUB):P(A)—}—P(B)—P(AQB):%4—%—%:%

- P@)=1-PA)=1- 2 =L o PO)=1-PC)=1-3=3

c) Loi équirépartie

Définition
On dit que P est une loi équirépartie si toutes les éventualités ont la méme probabilité.

Cette probabilité est alors égale a

Card Q

Ezemple : On lance un dé équilibré et on s’intéresse au nombre obtenu. Définir une loi de probabilité
permettant de modéliser ’expérience.
Q ={1;2;3;4;5;6}. Le fait que le dé soit bien équilibré justifie le choix de la loi équirépartie. On
obtient donc le tableau suivant :

Eventualité 1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1

p lite | = | =|=2]=]2]:2
robabilité a ils a il

Soit A un événement de €.
Propriété

Si P est une loi équirépartie alors
P(A) Card A Nombre de cas favorables

- Card Q@  Nombre total de cas

Ezemple : Dans le cas du lancer de dé équilibré, déterminer les probabilités de A : « On obtient un nombre

pair », B : « On obtient un nombre supérieur ou égal a 3 » et C : « On obtient un multiple de 5 »
_CardA 3 1 _Card B 4 2 _CardC 1

P(A)icardﬂigzi P(B)iCardﬂigzg P(C)icaring
4/ Paramétres d’une loi de probabilité
On considére une expérience aléatoire d’univers 2 = {x1;x9;...;x,} dont les éventualités

sont des nombres réels. 2 est muni d’une loi de probabilité P. On pose p; = P(x;).
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— Définition
On appelle espérance de la loi de probabilité le réel p défini par :

n
H=p121+ -+ Pplp = Zpixi
i=1
C’est la moyenne des x; avec les coefficients p;.
On appelle variance de la loi de probabilité le réel V' défini par :

n n
V=pi(er—p)? + - palen —p)® =D pile — p)? = <sz‘1’z‘2> —
i=1 i=1

On appelle écart-type de la loi de probabilité le réel o défini par o = V'V

Ezemple : On reprend la situation de la roue de loterie.
Déterminer 'espérance, la variance et l’écart-type de la loi de probabilité.
~ Espérance: p =2 x1+1x2+ix3+ 5 x4+ x5+5x6=2+242 4 842012 84
Variance V= (1257 4 3x (2 1)+ hx (8- (1-3) 4 1 x (5 )
Bx (6-0) =35 (=8) +ix (=3) +ix (-3) +Ex () +ix () +hx(3) =
Pfutmtmtnti=3
- Ecart-type o=V = \/g ~ 1,63

+ ln

|&

5/ Variables aléatoires
On considere une expérience aléatoire d’univers {2 muni d’une loi de probabilité P.
a) Définitions

Définition

Une variable aléatoire X sur € est une fonction de €2 dans R. X associe donc a toute
éventualité de €2 un unique réel.

Remarque : On utilise les variables aléatoires quand on s’intéresse plus & un nombre associé
au résultat de 'expérience (par ex. un gain...) qu’au résultat lui-méme.

Ezemple : On lance trois fois une piéce de monnaie et on s’intéresse au coté sur lequel elle tombe. On
appelle X la variable aléatoire qui a chaque éventualité associe le nombre de fois ot PILE apparait.

Déterminer lunivers ) de cette expérience puis décrire X.
En notant P et F les résultats possibles d’un lancer, on obtient :

Q = {PPP,PPF,PFP,PFF,FPP,FPF,FFP,FFF}

X est la fonction définie sur €2 par :

X(PPP)=0 X(PPF) =1 X(PFP)=1 X(PFF) =2
X(FPP)=1 X(FPF) =2 X(FFP) =2 X(FFF) =
Définition

Soit X une variable aléatoire sur 2 et soit z € R. L’évenement formé des éventualités
w; de € telles que X (w;) = z se note (X = x).

Ezemple : On reprend la situation précédente.
Déterminer ’ensemble (X = 2).
Avec les notations précédentes, on a : (X =2) = {PFF,FPF,FFP}
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b) Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Définition
Soit X une variable aléatoire sur Q. On appelle Q' = {z1,29,...,2,} I'ensemble des
valeurs prises par X. On peut définir sur ' une loi de probabilité en associant a chaque
valeur z; la probabilité de I’événement (X = x;). Cette loi est appelée loi de probabilité
de la variable aléatoire X.

Ezemple : On reprend la situation précédente.
Déterminer la loi de probabilité de X.

La loi de probabilité P sur €2 est une loi équirépartie. On a donc :

P(X =0) = P({PPP}) = é P(X =1) = P({PPF,PFP,FPP)} = g

P(X = 2) = P({PFF, FPF,FFP)} g P(X = 3) = P{FFF}) = é

On peut aussi résumer ceci sous forme de tableau :

T

P(X = l’l)

ol —H o
Polod —

ol Do
Pol — w

c) Parameétres d’une variable aléatoire

— Définition
L’espérance, la variance, 1’écart-type d’une variable aléatoire sont respectivement 1’es-
pérance, la variance, 1’écart-type de sa loi de probabilité.
Si X prend les valeurs x1,x9,...x, et si on pose p; = P(X = z;), on a:

n

B(X) =Y pia V(X) =Y pilas = B(X)? =Y pia? — ()% o(X) = /V(X)
=1 i=1 i=1

Ezemple : On reprend la situation précédente.

Déterminer l'espérance, la variance et l’écart-type de X.

1 3 3 1 12 3
— Bspé CE(X)==x0+2x1+ox24+-x3="2=2
o ()18X +§X2 zgx +3§§ 3 % i 32 19
Variance : V(X) 8><(0 2) +8><( 2) +8><( 2) +8><(3 2) 8><4+
§Xl+§xl+lxg—2_4—§
8 4 8 4 8 4 32 4
— Ecart-type : 0(X) = /V(X) = % = ? ~ 0,87
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Transformations du plan et de
I’espace

Dans tout le chapitre, on se place dans le plan ou dans ’espace.

1/ Généralités
a) Transformations

— Définition
On appelle transformation du plan (ou de Iespace) toute application bijective du plan
(ou de l'espace). Autrement dit :

— une transformation associe a tout point M un point M’ appelé image de M.

— tout point N est I'image d’un et d’un seul point appelé antécédent de N.

— Définition
Soit f une transformation. Un point invariant de f est un point M tel que f(M) = M.

b) Translations
Définition
Définition
Etant donné un vecteur @, on appelle translation de vec-

teur @ la transformation, notée t7 qui a tout point M
— v

associe le point M’ tel que MM' = .

Remarques :
— tg est I'identité. Tous les points sont invariants (confondus avec leur image).

- Siu # 0 alors t7 n’a pas de point invariant.

Propriété

Propriété - JVe
Si M’ et N’ sont les images respectives de deux //'\’ N

points M et N par une translation alors : - »

— N
M'N' = MN.
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Démonstration
— /! ! 7
MM = NN'" =% donc MNN'M’ est un parallélogramme.
_
Ainsi M'N’ = M N .

c) Homothéties
Définition
Définition
Etant donnés un point O et un réel k non nul, on appelle homothétie de centre O et de
rapport k la transformation, notée h(O, k) qui a tout point M associe le point M’ tel

— —
que OM' = kOM .

M’ M

k>0 0o k<0

Remarques :

— Une homothétie de rapport 1 est l'identité.

— L’homothétie de centre O est de rapport —1 est la symétrie de centre O.
— Si k # 1, le seul point invariant de h(O, k) est O.

— Le centre d’une homothétie, un point et son image sont alignés.

— La transformation réciproque de h(O, k) est h (O, %)

Propriété fondamentale

— Propriété

Si M’ et N’ sont les images respectives de deux N
points M et N par une homothétie de rapport k
alors :

_

M'N" = kMN .

— Démonstration

Soit O le centre de I’homothétie, on a alors :
M'N"=M'O +ON' =kMO + kON =k(MO +ON) =kMN

2/ Propriétés

Dans ce paragraphe, f désigne une translation ou une homothétie du plan ou de I’espace.

a) Propriétés de conservation

Conservation du barycentre

Propriété
On considere trois points A, B et G et leurs images A’, B et G’ par f.
Si G =Bar{(A,a);(B,b)}alors G' = Bar {(4',a); (B,b)}.

Remarque : La propriété précédente s’étend au cas du barycentre de n points en utilisant
I’asociativité du barycentre.



72 Chapitre 13

Démonstration
|_Soit k le rapport de f. On pose k =1 si f est une translation.
— —  —

Si G =Bar{(4,a);(B,b)} alors aGA +bGB = 0.

— - = —
On a de plus G’A’ = kGA et G'B' = kGB.
— — — —_— =

Ainsi, aG’A" + bG'B’ = akGA +bkGB = 0. G' =Bar {(A’,a);(B’,b)}.
Conséquences :
— Propriété

Lorsque trois points sont alignés, leurs images par f sont A’
aussi trois points alignés.

Lorsque quatre points sont coplanaires, leurs images par f
sont aussi quatre points coplanaires.

A
P ) O
— Démonstration
On utilise la propriété précédente et le fait que si trois
C

points sont alignés alors I'un est le barycentre des deux
autres et que si quatre points sont coplanaires alors I'un \ o

B/

est le barycentre des trois autres.

— Propriété
Si deux points A et B ont pour images A’ et B’ par f alors I'image du milieu de [AB]
est le milieu de [A'B’].

— Démonstration
On utilise la propriété précédente et le fait que le milieu d’un segment est 1’isoba- \

rycentre des extrémités du segment.

Conservation des angles orientés

— Propriété
On considere trois points A, B et C' et leurs images
A', B et C' par f.

(A'B',AC") = (AB,AC) + k x 2

— Démonstration
Si f est une homothétie, on appelle k son rapport; si f est une translation, on
pose k = 1.

(AB,AC"y = (A'B' | AB) + (AB,AC) + (AC,A'C") + k x 2
—_— — —_— —— —_—  —
— (kAB,AB)+ (AB,AC) + (AC,kAC) + k x 2
—_ — —_—  —
Sik > 0alors (kAB,AB)=0+k x 2w et (AC,kAC) =0+ k x 27.

— —— — ——
Sik <O0alors (kAB,AB) =m+k x 21 et (AC,kAC) =7+ k x 27.
_— —_— ——
On a alors : (A'B',A'C") = (AB,AC) + k x 2w
Conséquences :
Propriété

Si quatre points A, B, C' et D ont pour images A’, B', C' et D' par f et si (AB)//(CD)
alors (A’B’)//(C'D").
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b) Effet sur les longueurs, les aires et les volumes

— Propriété

Une translation conserve les longueurs, les aires et les volumes.
Par une homothétie de rapport k, les longueurs sont multipliées par |k, les aires par k>
et les volumes par |k|3.

— Démonstration

Cas des longueurs.
Si f est une homothétie, on appelle k son rapport; si f est une translation, on
pose k = 1.
- N
Quels que soient les points A et B et leurs images A’ et B', A’/B’ = kAB. On a

donc :
- 45 = ] = i \

3/ Images des figures usuelles

VB = |4

Dans ce paragraphe, f désigne une translation ou une homothétie de rapport k du plan
ou de l'espace. On posera k =1 si f est une translation.

a) Image d’une droite, d’un plan

Propriété

L’image d’une droite d par f est une droite d’ parallele a d.
L’image d’un plan P par f est un plan P’ parallele & P.

— Démonstration
Cas d’une droite d.
Soient A et B deux points de d et leurs images A" et B’

M € d < 1l existe a et b tels que M = Bar {(A,a);(B,b)}
& 1l existe a et b tels que M’ = Bar {(4',a) ; (B',b)}
& M e (AB)

L’image de d est donc une droite d’.
=% =
De plus A'B" = kAB donc (A'B’)//(AB).

b) Image d’un segment

— Propriété
On considere deux points A et B et leurs images A’ et B’ par f.
L’image du segment [AB] par f est le segment [A'B’].

— Démonstration

M € [AB] < 1l existe a > 0 et b > 0 tels que M = Bar {(4,a);(B,b)}
& Il existe a > 0 et b > 0 tels que M’ = Bar {(A’,a); (B',b)}

& M' e [A'B] \
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c) Image d’un cercle

Propriété
Soit ¢ un cercle de centre A et de rayon R et soit A’ 'image de A par f. L’image de €
par f est le cercle ¢’ de centre A’ et de rayon |k|R.

Démonstration
Me% < AM = R < A'M’' = |k|R < M’ appartient au cercle de centre A’ et
de rayon |k|R.
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Statistiques

1/ Généralités

Une étude statistique descriptive s’effectue sur une population (des personnes, des villes,
des objets...) dont les éléments sont des individus et consiste a observer et étudier un
méme aspect sur chaque individu, nommé caractére (taille, nombre d’habitants, consom-

mation...).
Il existe deux types de caractéres :

1/ quantitatif : ¢’est un caractére auquel on peut associer un nombre c’est-a-dire, pour
simplifier, que 'on peut mesurer. On distingue alors deux types de caractéres quan-
titatifs :

— discret : c’est un caracteére quantitatif qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs.
Par exemple le nombre d’enfants d’un couple.

— continu : c’est un caractere quantitatif qui, théoriquement, peut prendre toutes
les valeurs d’un intervalle de ’ensemble des nombres réels. Ses valeurs sont alors
regroupées en classes. Par exemple la taille d’un individu, le nombre d’heures
passées devant la télévision.

2/ qualitatif : comme la profession, la couleur des yeux, la nationalité. Dans ce dernier
cas, « nationalité francaise », « nationalité allemande » etc. sont les modalités du
caractere.

En général une série statistique a caractere discret se présente sous la forme :

Valeurs T1 | T | oo Tp
Effectifs Ny | Mg | eveeeno ... Ny
Fréquences | f1 | fo | «vvvivvnnt. fp

On écrira souvent : la série (z;,n;). (On n’indique pas le nombre de valeurs lorsqu’il
n’y a pas d’ambiguité). Souvent on notera N Deffectif total de cette série donc N =
ny+ng+ -+ np.

Lorsqu’une série comporte un grand nombre de valeurs, on cherche a la résumer, si possible,
a l’aide de quelques nombres significatifs appelés parametres.

La suite du cours présente quelques parametres permettant de résumer des séries a carac-
tere quantitatif qui seront illustrés a ’aide des exemples suivants :

Série 1

Une étude sur le nombre d’employés dans les commerces du centre d’une petite ville a
donné les résultats suivants :

Nombre d’employés | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 |8
Effectif 1118120241614 |11 |6




76 Chapitre 14

Série 2
Une étude sur la durée de vie en heures de 200 ampoules électriques a donné les résultats
suivants :

Durée de vie en
centaine d’heures
Effectif 28 46 65 32 29

[12; 13[ | [13; 14[ | [14; 15[ | [15; 16[ | [16; 17]

2/ Parameétres de position
a) Parameétres de position de tendance centrale

Mode - Classe modale

Définition
Le mode d’une série statistique est la valeur du caracteére qui correspond au plus grand
effectif.

Dans le cas d’une série a caracteére quantitatif continu dont les valeurs sont regroupées
en classes, la classe modale est la classe de plus grand effectif.

Remarque : Il peut y avoir plusieurs modes ou classes modales.

Ezxemple : Déterminer le mode et la classe modale des séries 1 et 2.
Pour la série 1, le mode est 4.
Pour la série 2, la classe modale est U'intervalle [14; 15].

Médiane
Définition
La médiane d’une série statistique est un réel noté M, tel que au moins 50% des valeurs

sont inférieures ou égales a M, et au moins 50% des valeurs sont supérieures ou égales
a M..

Dans le cas d’une série a caractére discret, la médiane s’obtient en ordonnant les valeurs
dans l'ordre croissant et en prenant la valeur centrale si N est impair et la moyenne des
valeurs centrales si IV est pair.

Dans le cas d’une série a caractere continu, la médiane peut s’obtenir de maniere gra-
phique en prenant la valeur correspondant a 0,5 sur le polygone des fréquences cumulées
croissantes.

Ezemple : Déterminer la médiane de la série 1 et la classe médiane de la série 2.

La médiane de la série 1 est 4 qui correspond a la moyenne de la soixantieme et de la soixante et
unieme valeur.
La centiéme valeur de la série 2 appartient a 'intervalle [14; 15[ qui est donc la classe médiane.

Moyenne

— Définition

La moyenne d’une série statistique (x;,n;) est le réel, noté & défini par :

j_n1$1+n29€2+---+npwp =1

N N

Dans le cas d’une série a caracteére quantitatif continu dont les valeurs sont regroupées
en classes, x; désigne le centre de chaque classe.
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Ezxemple : Déterminer la moyenne des séries 1 et 2.

I x14+18x2+20X3+24X44+16x5+14X6+11xX7+6x8
114+184+20+24+16+14+11+6 -
28 x 12,5+ 46 x 13,5+ 65 x 14,5+ 32 x 15,5+ 29 x 16,5

_ — 14,44
2 28 + 46 + 65 + 32 + 29 '

4,1

b) Parameétres de position non centrale
Quartiles
Définition
Le premier quartile Q1 est la plus petite valeur du caractere telle qu’au moins 25% des
termes de la série aient une valeur qui lui soit inférieure ou égale.

Le troisieme quartile Q3 est la plus petite valeur du caracteére telle qu’au moins 75% des
termes de la série aient une valeur qui lui soit inférieure ou égale.

Dans le cas d’une série a caractere discret, les quartiles s’obtiennent en ordonnant les
valeurs dans ’ordre croissant puis :
— Si N est multiple de 4 alors @)1 est la valeur de rang % et Q3 est la valeur de rang %.
— Si N n’est pas multiple de 4 alors Q1 est la valeur de rang immédiatement supérieur a
% et (U3 est la valeur de rang immédiatement supérieur a %.
Ezemple : Déterminer les quartiles de la série 1
Le nombre de données est multiple de 4 : 120. Le premier quartile est donc la 30° valeur et le
troisitme quartile la 90° valeur.
On a ainsi : @1 =3 et Q3 =6.
Dans le cas d’une série a caractere continu, les quartiles peuvent s’obtenir a partir du poly-
gone des fréquences cumulées croissantes ou ()1 est la valeur correspondant a la fréquence
cumulée croissante égale 0,25 et @3 est la valeur correspondant a la fréquence cumulée
croissante égale 0, 75.

Ezxemple : Représenter le polygone des fréquences cumulées croissantes de la série 2. Déterminer graphi-

quement la médiane et les quartiles.

100 +
90
80 T

0+ T o

60 T

50 - -=-==---=----~

40 B

30+

20 A

10 +
0

|
Il Il

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1 ! :
12 13 @1 14M. 15Q3 16 17
On obtient Q1 ~ 13,5, M. = 14,4 et Q3 >~ 15,3

Ezemple : Retrouver ces résultats par le calcul.

Le premier quartile est dans la classe [13; 14[. En posant A(13;14) et B(14;37), Q1 est le point de
(AB) d’ordonnée 25.

- 14
Le coefficient directeur de (AB) est égal a 37

14 — 13

= 23 et I'ordonnée a l'origine se calcule en

utilisant, par exemple, les coordonnées de A.
On obtient ’équation suivante : (AB) : y = 23z — 285
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Q@1 étant le point de (AB) d’ordonnée 25, il est solution de 1’équation 25 = 23Q1 — 285. On obtient
Q1= — ~13,5
Avec des raisonnements analogues, on obtient M. = 14,4 et Q3 ~ 15,3

3/ Parameétres de dispersion

a) Etendue

Définition
L’étendue est la différence entre la plus grande valeur du caractere et la plus petite. I

Remarque : L’étendue est tres sensible aux valeurs extrémes.

Ezxemple : Déterminer l’étendue des séries 1 et 2

L’étendue de la série 1 est 8 — 1 = 7.
L’étendue de la série 2 est 17 — 12 = 5.

b) Ecart interquartile

Définition
L’intervalle interquartile est I'intervalle [@Q1; Q3]
L’écart interquartile est le nombre Q3— Q1. C’est la longueur de I'intervalle interquartile.

Remarque : Contrairement a 1’étendue, ’écart interquartile élimine les valeurs extrémes,
ce peut étre un avantage. En revanche il ne prend en compte que 50% de 'effectif, ce peut
étre un inconvénient.

Ezxemple : Déterminer l’intervalle interquartile et ’écart interquartile des séries 1 et 2.

Pour la série 1 : l'intervalle interquartile est [3; 6]. L’écart interquartile est donc 3.
Pour la série 2 : I'intervalle interquartile est [13, 5; 15, 3]. L’écart interquartile est donc 1,8.

c) Diagramme en boite

On construit un diagramme en boite de la fagon suivante :

— les valeurs du caractére sont représentées sur un axe (vertical ou horizontal) ;

— on place sur cet axe, le minimum, le maximum, les quartiles et la médiane de la série;

— on construit alors un rectangle parallelement a ’axe, dont la longueur est I'interquartile
et la largeur arbitraire.

Remarque : Ce diagramme permet non seulement de visualiser la dispersion d’une série
mais aussi de comparer plusieurs séries entre elles.

Ezxemple : Construire le diagramme en boite de la série 1

U IS
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o4 —-—=
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[y Yt
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o' Rt N
Nej
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d) Variance et écart-type

Pour mesurer la dispersion d’une série, on peut s’intéresser a la moyenne des distances des
valeurs a la moyenne. On utilise plutot les carrés des distances qui facilitent les calculs.

Définition
On appelle variance d’une série quelconque a caractére quantitatif discret le nombre :
1 p ~ p ~
= > nilw;—2)* =) fi(zi —7)°
i=1 i=1

On appelle écart-type de cette série le nombre o = V.

Dans le cas d’une série a caractere quantitatif continu dont les valeurs sont regroupées en
classes, x; désigne le centre de chaque classe.

— Propriété

On peut calculer la variance de la facon suivante :

— Démonstration

1 & 1 &
V= N Z ni(wv; — 1) = N Z nixs — 2T 4 NI’
i=1 i=1
Ly > Somim Y 2 4
= — n;T; — 2T X — n;T; + T° X — n; = — nx; —22° +
N =1 N =1 N =1 N i=1
1 n
2 2
= — Z n;x; — T \
N =1

Ezemple : Déterminer les variances et écart-types des séries 1 et 2.

1
Pour la série 1 : V7 = % ~3,8eto;1 =+vV1i~195

Pour la série 2 : Vo =1,5264 et 01 =/ Vo ~ 1,24

— Propriété

1 p

La fonction g : t — N Z ni(z; —t)? admet un minimum atteint en t = # (la moyenne
i=1

de la série) et ce minimum vaut V (la variance de la série).

— Démonstration
Pour tout t e R :

1 & 1 &
g(t) = N Z ni(z; — )% = N anx? — 2zt + ngt?
i-1 in1

=(=> n|t"=2x| =) nz; |t +—=) nz; =t7 =20t + — > n;x;
N A N A N A N A

A . . . .. 2x
g est un polynéome du second degré qui atteint son minimum en -5 = z. Ce \

minimum est g(z) = % S oini(z —z)? =V
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4/ Influence d’une transformation affine

— Propriété

Soit (z;,n;) une série statistique de médiane M,,, de quartiles @1, et Q3;, de moyenne
z, de variance V, et d’écart-type o.

Si, pour tout ¢, y; = ax; + b, ou a et b sont des réels, alors les parametres de la série
(yi,n;) sont :

— Médiane : M, = aM, +b

— Quartiles : Sia >0, Q1y = aQ1z +bet Q3y =alQ3, +b

— Moyenne : y = ax + b
Variance : V;, = a’V,
Ecart-type : o, = |a|o,

Ezemple : Déterminer les paramétres de la série 2 ou la durée de vie est exprimée en minutes au dela de
12 heures.
Les nouvelles valeurs de la série sont obtenues en appliquant aux valeurs de départ la transformation
affine z — 60z — 720.
On obtient alors :
M, = 60M, — 720 = 60 x 14,4 — 720 = 144

1 24
Q1y = 60Q1, — 720 = 60 x 3’2—30 —720~ 88,7 et Qsy = 60Qss —T720 = 60x %

7 = 60T — 720 = 146,4
V, = 60%V, = 5495, 04
oy =600, >~ 74,13

—720 ~ 200, 6

5/ Résumé d’une série statistique

On résume souvent une série statistique par une mesure de tendance centrale associée a

une mesure de dispersion. les plus utilisées sont les suivantes :

— Le couple médiane ; écart interquartile.
Il est insensible aux valeurs extrémes et permet de comparer rapidement deux séries
(par exemple grace au diagramme en boite) mais sa détermination n’est pas toujours
pratique car il faut classer les données et il n’est pas possible d’obtenir la médiane d’un
regroupement de séries.

— Le couple moyenne ; écart-type.
Il est sensible aux valeurs extrémes mais se préte mieux aux calculs. On peut notamment
obtenir la moyenne et 1’écart-type d’un regroupement de séries connaissant la moyenne
et I’écart-type des séries de départ.
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